Il. SYMETRIE A ZAKONY ZACHOVANI

Protoze uplny popis jader je velmi slozity, je dulezité
vyuziti vSech obecnych vlastnosti mnohoc¢asticovych kvantovych
systémi k tomu, aby se uUloha co nejvice zjednodusSila a
zpruhlednila. Z takovychto vlastnosti jsou nejvyznamnéjsSi
symetrie a s nimi spojené zakony zachovani.

Symetrie a zadkony zachovani v klasické mechanice jsou
spojeny s invarianci Hamiltonidnu va¢i urdéitym grupam
transformaci; kazdé transformaci, ktera nechava invariantni
Hamiltonian odpovida zachovavajici se velic¢ina. Podobné tvrzeni
plati i v kvantové mechanice. Na rozdil od klasické mechaniky,
kde mozZné transformace jsou transformace prostorocdasu (napr.
translace, rotace, Lorentzova transformace), jsou v kvantovém
popisu jader a mikrosvéta i symetrie svdzané s transformacemi,
které nejsou vztazZzeny k prostorocasu.

Méjme dva souradné systémy spojené transformaci

X = K
Kvantovy stav [4> v soustavé K je spojen s jemu odpovidajicim
stavem |4’'> v soustavé K’ transformaci

lAa"> = UlA> = ¥ |A><BlUlA>
B
V kvantové mechanice pozorovatelné veliciny nezavisi na fazi,

proto je postadujici, kdyZ skalarni soudin odpovidajicich si
stava je zachovan v absolutni hodnoté
[<BIA>| = [<B'"[4">|
Da se ukazat, ze vhodnou volbou fazi lze docilit, Ze plati bud
<B|4> = <B'|4">
nebo
<Bla>* = <B"14a">
Transformace U je bud unitarni
wu = w' =1
nebo antiunitarni, t.j.
U = VK ’
kde K je operator komplexniho sdruzeni a V je wunitarni
operator. Pro antiunitarni transformaci dostavame
B 12'>* = BIRVIVRI* = BIRVIVRIZ> = <Bl2>

Obecny operator O se transformuje na operator O’. Pro maticové
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elementy plati pro unitarni transformaci

<BlO|4a> = <B'|0'|4">
a pro antiunitdrni transformaci

<BlOl1a> = <B' 0" 14" > :
neboli

0= uou™

TRANSLACE

Pri translaci se polohovy vektor r . impuls p 2 spinovy

z

vektor s_ pro k-tou c¢astici transformuji jako
r’ =r-a=Ur U’
K K ko
P, =P = Upk‘u_1
s’ =8 = Us U .
k k k

kde a je vektor posunu soustavy souradnic. Pro infini-
tesimdlni posun da piSeme transformadéni matici U jako
U =1+ 8a.Q
vl =1 - sa.Q
Pro transformované vektory musi tedy platit
rk—aa =g + aa[Q,rk]
p, = p + dalQ,p]
s s+ aa[Q,sk]

k
Operator P musi komutovat se vSemi P a s_a pro komutator s

k

polohovymi vektory plati [Q,rk]=—1. Snadno se presvéddéime, ze
operator Q je Umérny operatoru celkového impulsu P
Q=-i/h L p = -i/h P
a pro koneény posun a je tra;sformaéni matice dana jako
U = exp(-i/h a.P)
Pro Hamiltonidn H invariantni vicéi translaci plati
H' = H
a tedy H komutuje s U, resp. s P. Celkovy impuls P je
zachovavajici se velic¢ina. V jaderné fyzice je P impuls spojeny
s translaci jadra jako celku.

Jadro slozené z A nukleont popisujeme pomoci 94 velidin
(rk,pk,sk). Transla¢né invariantni Hamiltonidn pro sily
nezavislé na impulsu piSeme jako

H = T(pk)+V(rk,sk) =§

1l .2
5 P, +k)<:jV(rk rj,sk,sj)

Od puvodnich souradnic miZzeme prejit k souradnicim, které
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explicitné obsahuji souradnice tézisté R a kanonicky sdruzeny
celkovy impuls P (tézistova soustava)
=
(rk/pk/ Sk) = (R/ P/gK/T[K'I Sk)

R

1
it 5

P= 1 P,
Zde éK oznaduje 34-3 nezavislych soufadnic jadra v tézisStové
soustavé a ﬁK jsou k nim prislus$né kanonicky sdruZené impulsy.
Hamiltonidn v novych souradnicich prepiSeme jako

_ 1 2 >
H = IMA P + T(T[K) g V(gKISk)

Jeho vlastni funkce dostaneme ve tvaru

exp(%P.R) w(%n,sk)

Zde prvni ¢&len popisuje pohyb jadra jako celku a odrazi zakon
zachovani impulsu. Druhy ¢len ¥ je vlinova funkce jadra. Ta nas
pravé zajima v teorii jaderné struktury, protoZe jen ta je
podstatnid pro popis vlastnosti jader. Samozrejmé pohyb tézZisté
musime také wuvazovat, ale to se da snadno udélat na 2zakladé
prostych kinematickych uvah. Napr., pozorujeme-1i
elektromagneticky prechod mezi dvéma stavy jadra, bude vysledek
pozorovani zavisly na tom, jaky je celkovy impuls jadra. Tuto
zavislost dovedeme snadno zahrnout - Doppleruv efekt.

V praxi se nabizeji dvé mozZnosti jak vybrat 34-3
nezavislych souradnic v tézistové soustavé. Za prvé pouzit
souradnice

r; = rk—R .
coz je stejné jako bychom re$ili Schroedingerovu rovnici pro 34
souradnic s podminkou

Zr; =0
Takovyto postup je ale velmi komplikovany a vede k nutnosti
zapoc¢itavat mnohocdasticové operatory v T. Bohuzel, ani druha
moznost - Jacobiho souradnice - neni v praxi snadno
realizovatelna

_él i r2mrl
é = r3—%(r2+r1)

= pr —t(r +r. +
Z K 3(r3 A rl)
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1 A=1
&= T T LE,
V Jacobiho souradnicich je jednoduchy vyraz pro T, V je
mnohoc¢asticovy operator, ale jejich hlavni nevyhoda je v tom, Ze
nejsou symetrické vi¢i nukleonim a antisymetrizace vlnové
funkce je znacné slozita.

Témto potizim miZeme nazorné porozumét. Jadro s tézistovym
pohybem ve tvaru rovinné vlny vypliiuje cely prostor. Pritom
mezi nukleony existuji silné korelace a pravdépodobnost, zZe
nalezneme dva nukleony od sebe vzdalené vice neZ je polomér
jadra, je prakticky nulova. Na druhé strané, zpusob, jakym se
popisuje mnohocdasticovy systém - jadro, je vzdy vice nebo méné
zaloZen na aproximaci nezavislych stupnad volnosti. Navic,
pozadavky antisymetrizace, zahrnujici téZz spinové stupné
volnosti, nas stavi v podstaté pred jedinou moZnost - vyjit v
popisu A c¢asticového systému z aproximace A nezavislych d&astic.
Tyto d¢astice musi vyplnovat cely prostor a jediné moZné
jednoc¢asticové funkce jsou rovinné vlny. Ale v takovémto
pristupu evidentné 1ze obtizné zahrnout korelace mezi
¢asticemi.

S vyjimkou lehkych jader s A4=3 a 4 je presné vydéleni
pohybu téZisté neproveditelné nebo proveditelné jen se znacnou
namahou. Proto se v jaderné fyzice pouzivad nasledujici trik.
Jadro jako celek se umisti do potencidlu, ktery neovlivni
strukturu jadra, ale ktery omezi tézistovy pohyb a lokalizuje
jadro do urc¢ité malé oblasti. Je-1li jadro takto lokalizované,
jsou lokalizované i jednotlivé nukleony a snadnéji se popisi
korelace mezi nimi. Prejdeme tedy od pGvodniho Hamiltoniadnu H k

H + U(R)
Vyhodné je pouziti harmonického oscilatoru pro U, ktery 1lze
prepsat jako

2
2 Mw

U(R) = $aM0’R® = LiMw’r’ - 4 L e -r )
k k<j
Dostaneme Schroedingerovu rovnici pro A ¢astic pohybujicich se

v centralnim harmonickém poli a interagujicich navzajem
prostrfednictvim pavodniho potencidlu modifikovaného poslednim
¢lenem z rovnice vySe. Je to stale exaktni formulace problému
pro libovolné w. ProtoZe ale exaktni reSeni nezname, snaZime se

zvolit w tak, aby jiz prvni pribliZeni, vychdzejici =z
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jednocasticové ¢asti Hamiltonianu
LT + E%eri
bylo co nejvyhodnéjsi. Konstanta w se vybira tak, aby stredni
kvadraticky polomér vlnové funkce v pribliZeni nezavislych
¢astic souhlasil s empirickym kvadratem poloméru jadra
1o .2 _ +,2
< AZrk > = (rbA )
To vede pro r0=1.2fm k
b’ 3 4% -4
2 ( 2 )
Mr
o

V praxi se ne vzdy pohyb tézisté pro Hamiltonidn s

= 2
hw = i

lokalizaci presné vydéluje. Chyba je ale radu 1/4 a je tedy
zejména pro stredné tézka a tézka jadra prijatelna.

POSUNUTI CASU
Pro dva souradné systémy, které jsou spojeny posunutim casu

t' = t--t0
plati pro stavové vektory transformace

|la'> = exp(%Hto) 4>
Invariance vucéi casovému posunuti implikuje =zakon =zachovani
energie. Ten v plné formé plati, pokud uvazZujeme vSechny stupné
volnosti, t.j. i nukleony, fotony a leptony. V klasickém
pristupu uvazZujeme jen nukleony, stacionarni stavy jsou
jednotlivé hladiny jadra a prechody mezi nimi se pdéitaji v
poruchové teorii.

Z pozadavku unitarity na transformaéni matici

(1+dmae) (1-2rae) = 1

vyplyva hermitovost hamiltoniéanu
H = H*

Unitarita a hermitovost zde znamena, Ze se zachovava skalarni
sou¢in v case. V jaderné fyzice se pracuje i s nehermitovskymi
Hamiltoniany. Pak celkova pravdépodobnost (tok ¢astic) se
nezachovava. Nehermitovské Hamiltoniany se pouzivaji k
modelovému popisu procesd, ve kterych dochazi k pohlceni
¢astic, nebo presnéji redeno k prechodu systému z urdéitého

sledovaného stavu do jiného stavu mimo modelovy prostor.

GALILEOVSKA INVARIANCE
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Galileovska invariance znamena, Ze popis je stejny ve dvou
soustavach, které se vac¢i sobé pohybuji rychlosti u. Kombinaci
s posunutim d¢asu se da zaridit, aby pocatky soustav byly
totozné. Proménné systému se pak transformuji jako

4

r' =r
k Kk
v/ = v -u
k k
s’ =8
k k

Pripomenme, Ze pro Hamiltonian
1 .2
= —_— +
H =1L 531 P 14
impuls p, 2 rychlost v, jsou obecné svazany vztahem
. p g
=1 = i =
" h[H’rk] m* h[V'rk]
Cely Hamiltonian neni samozrejmé galileovsky dinvariantni v
dusledku pohybu tézisté . Galileovska invariance se uvazZuje jen
pro vnitrni Hamiltonidn jadra a znamend, Ze vnitfni Hamiltonian
nebo presnéji potencidlova ¢ast zavisi na relativnich
rychlostech ¢astic. ProtozZze pak r;=r a V'=v, plati =z

k
ptedchozich vztahu i

pl’( = pk - Mku
a zavislost Hamiltonidnu na relativnich rychlostech znamena
totéz jako jeho zavislost na relativnich impulsech.
Analogickym postupem jako u operace posunuti dostaneme pro
unitarni operator transformace
U = exp(%AM u.R)
Odpovidajici zakon zachovani zZnamena, Ze pro vnitrni

Hamiltonian je zachovavajici se veliéina souradnice tézisté.

ROTACE

Rotaéni symetrie patri k nejdulezitéjsim symetriim
pouzivanym pri popisu jader. Rotaci muZeme specifikovat dvéma
zpusoby. Za prvé, jednotkovym vektorem n ve sméru osy rotace a
uhlem rotace 6. Za druhé, tremi Eulerovymi ahly «o,B,7, které
urc¢uji rotaci jako posloupnost tfi operaci
a) rotace kolem osy z o Uhel a b)rotace kolem nové osy y’ o
uhel B c) rotace kolem nové osy z'’ o dhel ¥
nebo ekvivalentné
a) rotace kolem osy z o Uthel ¥ b) rotace kolem osy y o uhel B
c) rotace kolem osy z o Uhel «.
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Pri infinitesimdlni rotaci kolem osy z o Uhel A8 se

transformuji slozky souradnic, impulsd a spinu jako

r'=r +A6r r’'=r -A6r r’'=r

% X y y y ¥ z Zz
p,=p, +A6p p,=p -A6p p_ =p,
s'=s +A6s s’'=s -ABs s'=s

X X y y y ® z 4

NapiSeme-1i transformac¢ni matici ve tvaru

U = l—iAGJz
snadno zjistime, Ze pro slozky kazdého z vektoru r, P, S
musi platit

Il
|
[N
¥

[wx,k'Jz] y, k
w ,31 = iw
v,k z
[w. ;31 =0
z,k z
Z komutacénich relaci [r ,p ]=ihé a [s ,s ]=ie s dostaneme
a b ab a b abc ¢
pro Jz
Jz - E lz,k+sz,k i
kde
-1 .
1= (rxpy rypx)
je z slozka orbitalniho momentu v jednotkdch h. Pro libovolny
smér rotace zobecnime
U = 1-iA6 n.J
a pro konecnou rotaci dostaneme
U =R = exp(-iA6 n.J)
Operator J je operator celkového uhlového momentu systému,
pro rotac¢neé invariantni Hamiltonian se J zachovava.
Poznamenejme, Ze J je operator sloZeny jak z orbitdlnich, tak
spinovych momentd jednotlivych ¢&astic. Kdyby byl Hamiltoniéan
invariatni i vi¢i otaceni pouze prostorovych souradnic r {E.J.
napr. pro interakci V?j nezavislou na spinech), pak by se
zachovavaly i celkovy orbitdlni moment L a spinovy moment S.
Celkovy uhlovy moment J se vztahuje k pohybu jadra jako
celku a nekomutuje s celkovym impulsem jadra P. Spin jadra je
celkovy uUhlovy moment vnitfni vlnové funkce jadra a jeho
operator piSeme s pomoci Jacobiho souradnic jako
1 >
h L ngnK * L "
K K
WIGNEROVY D FUNKCE

Operator uUhlového momentu md nenulové maticové elementy
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<jm|Jz|jm> =m
GmE113 #4T | jm> = [(§7m) (jtm+1) 1P
Z toho vyplyva, Ze operator J a tudiz i operator R neméni
celkovy uUhlovy moment. Pri rotaci X = X’ se 2j+1 vlnovych
funkci |jm>, m=-j,...,j transformuje mezi sebou
Im" >, = Rljm’ >, = ﬁ K(ijlem’>K | jm>,,
Matice transformace je funkci Eulerovych Uhli a nazyva se D
funkce
Dém,(a,B,w) = <jm|R|jm’' >
Z definice obecné rotace pomoci posloupnosti tri rotaci o
querovy uhly 7,B,a dostavame
Dim,(a,B,7)=mZm <jm|exp(—ian)|jm1> <jmllexp(—iBJy)|jm2>
172
<jm2|exp(—iyg )l jm’ > =

= exp(-iam) dim,(ﬁ) exp(-iym’)

al (8) = <jm'lexp(-iB )| jm'>
Z vySe uvedenych maticovych elementu operatoru thlového momentu
lze vidét, Ze maticové elementy.operétoru in a jeho mocnin
jsou realné. Z toho plyne, zZe dim’ je realna funkce. Lze ji

vyjadrit pomoci koneéné sumy vyrazu sin®(i8)cos'(8).

Tab.II-1
1
d;m' m’ % -3
m
+ cos(#B) -sin(iB)
-4 sin(%B) cos(%B)
d;m, m’ 1 0 -1
m 1 1 (1+cosp) -Visinp +(1-cosp)
0 Visinp cosp -Vising
-1 3+ (1-cosp) Visinp 3+ (1+cosB)

Z unitarity matice R plyne
e |

R'=R "= fR(_'XI—B/—CX)
J T, ) ® R
(Dmm,) Dm,m(a,B,w) ﬂmm,( ¥, -B,—a)
R'r=prr"=1
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m 1 2
Ze slozeni dvou rotaci

W= W
R(w) R(wz)R(wl)

dostavame

J 5 J J
:Dmm/ (aBW) "’m’Z,Dmml ’ (0523272) Dml Iml (0‘16171)

To znamena, 2Ze pri fixovaném m’'se funkce Dim’ transformuje pri
rotaci jako obecna funkce Ijm>* . Plati tedy

20 *_ .0 s j x

JfDmm, J(J+1)fDmm,

J oJ f=m®J f

z mm mm
Specialni pripad D funkci

1 _ ES
DolaBy) =V(4m/(21+1)) Y, (Ba)

Do (@By) =(-)™/(4n/(21+1)) Y} (B¥)

Aplikaci operatoru rotace na levou a pravou stranu vztahu pro
skladani dvou uhlovych momentu

I1112;1m> = X (Jﬂqumzljm) IJlm1>|12m2>

dostaneme pravidlo pro skladani D funkci

j j j j = 5 r 3 ’ C ] j j
(JJQJ2m2|Jm)®mm, = ; ,(]1m1]2m2|]m D1, D2,
m1m2 171 2 2

Ortogonalnost a Uplnost D funkci se vyjadruji jako

2T 2T I % 82

-Y do ‘Y d'b’ .r dBSlnB Dmlm, DmZm, = _Z—J—.T SJ. j Sm m Sm,m,

o 0 ) 11 2 2 1 192 "1 2 1 2
2j+1 Jj * J .

L " 2 Dnmﬂ (a1B171) Dnmﬂ (aszvz)_

jmm 8mn

= 6(al—az)a(cosﬁl—cosﬁz)s(71-72)

IREDUCIBILNI TENSOROVE OPERATORY
Ireducibilni tensorovy operator ranku A definujeme jako
soubor 2A+1 operatoru Thu (k, up==x,-a+1,...,1A), Kkteré pri
pusobeni na stavovy vektor predavaji Uhlovy moment
TAu | j=0,m=0> = N|Au>
5 (j1m1Aqu2m2)TA

oM

o |11m1> = N|12m2>
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Pritom multiplikativni konstanta ¥ nezavisi na projekci m,.
Pisobenim operatoru rotace na predchozi rovnici zjistime, 2Ze
pri rotaci w (K=K’ ) se tensorovy operator transformuje

-1 _ A

ProtoZe pro infinitesimdlni rotaci Aw na jedné strané

=4 _ L3
R(Aw)(TAu’)K R (Aw) = Tku’ 1A9n.[J,TA“,]

a na druhé strané

szu, (Aw) = <Apll-iAen.J|Au’> ,
dostaneme pro komutator operdatoru Uhlového momentu J s
tensorovym operatorem

[J'Thu’] = E AAplIlap’> Tyu
Maticové elementy operatoru J byly uvedeny vysSe. Predchozi

rovnice umozZiuje alternativni definici tensorového operatoru.
Pro rank A=0 komutuje tensorovy operator TBO s operatorem

J. Je to skalarni operator, ktery se pri rotacich neméni.

1-1"7 TlO' T11

vektor T. Vztah mezi cyklickymi a kartézskymi komponentami

Pro rank A=1 tvori tri cyklické komponenty T

vektoru je
T = 1/V2 (T -iT )
1=1 X y
T =T
10 z
T = -1/V2 (T +iT )
1 x y

Prikladem tensorového operatoru ranku A miZe byt 2a+1

kulovych funkci YA—u""’YAu’

Libovolny operator muzZeme rozlozit na ireducibilni
tensorové operatory, mozné ranky A jsou pak uUhlové momenty,
které takovyto operator pri pusobeni predava.

Z definice tensorového operatoru dostaneme

L (Jlm1Au112m2)<12m2I T ljm> =¥ ajzjéangm;

M

a dale s vyuzitim relaci ortogonality pro Clebsch-Gordanovy

Al

koeficienty

<jom | Thu ljm> =¥ (jlm;Aulj;m;)

V pfedchozim vztahu se jednoduSe faktorizuje zavislost na
magnetickych kvantovych <¢islech m;umé, faktor ¥ na nich

nezavisi. Tento vztah se prepisuje jako Wigner-Eckartuv teorém

. : T S . 1 : .
<12m2|TAuI11m1> =(-) (J1m1Au|sz2)-757211<J2"TA”J1> y
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kde vyraz <j2HTAHj1> je tzv. redukovany maticovy element.
Podobné jako skladame dva stavy s uUhlovymi momenty j1 a
j2 na stav s vyslednym thlovym momentem j=j1+j2

I-]1-]'2jm > =L (J1m112m2|Jm) !J1m2>|J2m2>

m m
1,2
muzeme skladat dva tensorové operatory ranku Al a Az na
operator ranku A
VAu = I (Alulhauzllu)TALLUi v
”1“2 171 22
nebo ve zkraceném znaceni
¥a= (TA1®UA2)A

Specialnim pripadem je skalarni soudin dvou tensorovych

operatorl stejného ranku
. _—l - S
T,-U, = (=) "V2a+1(r,0U,) =L (-) H T

3j na

Pri skladani tri dhlovych momentu j1' j 5

2[
vysledny moment j mame dvé mozZna schemata
i 3,73, Iy, PP P
B 32+J3 I J1+-]23 =]

Koeficienty transformace od jednoho schematu ke druhému

jsou dany jako

. . . 5w & j. o Jj. i
-t ’ o B0 e oy . oy g J T AT G 1, =3 =42
<']1]2(112)‘]3J|']1"]213(']23)']> = (=)717-2 s J JZ3 {j3 J j23} ’

kde jsme zavedli oznaceni j=V2j+1 a vyraz ve sloZenych
zavorkach se nazyva 6j koeficient.

Pri skladani ¢tyr udhlovych momentu j1’ 3j , J na

;3 ,

2 3

vysledny moment j dvé mozZna schemata jsou
= J1+Ja I 35 +J4 = I 31.2*'--’34:J
B. j +j j b

: 3 0

1 3 =Jl3 j2+j4 = J24 J13-'-:'24=
Koeficienty transformace mezi schematy A a B jsou dany vyrazem
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<j1j2(j12)j3j4(j34)j|"j1j3(j13)j2j4(1.24)-]> -

A o - _~ Jl J2 112
= J127347 13724 J3 Jy Ty
le-hm J !

kde vyraz ve sloZené zavorce se nazyva 9j koeficient.
S pomoci 6j a 9j koeficientu miZeme zjednodu$it redukované
maticové elementy slozitéjSich operatoru

G133 IT, (1)eu, (2)) 17 j i §> =
1 2

AN A jl j2 j
= Ji'Aqx, A, 2 (_]1“TA1||_]1><_]2||UA2"_]2>
J, J, J

Specialni pripady predchoziho vztahu jsou
pro skalarni soucdin

<jiiniilT, (1)U, (2)1j j ;> =

PR TR T g Jj Jj i ; iip :

= (=R, j 1 -2 X <J1"TA"J1><12”UA”12>
J2 Iy

a pro UA2(2)=1’ A=0

<JyJ,ilJ ||TA$1)”_]1_]2;J> =

b e os I j j.J - :
= 8., (—)J+J1+J2+A j j’ ;- B <11”T?\"11>
JZJZ J A1 Jl
VNITRNI SOUSTAVA SOURADNIC

Podobné jako jsme presli od obecné soustavy souradnic k
soustavé s vydélenou souradnici tézisté, mUZeme od tézistové

soustavy prejit do vnitrni soustavy souradnic, ve které kromé

tézisté mame vydéleny 3 Eulerovy uhly
K > K >
cC.m. int
r R, & R,o,B,7,&

V praxi nemusi byt tento popis obecné vyhodny, pouziva se napft.
pti popisu tuhého télesa. Operator uhlového momentu I ve
vnitrni soustavé souradnic (rotujici soustava souradnic) je
spojen s operatorem Uhlového momentu J v tézistové soustavé

souradnic (nehybna soustava souradnic) vztahem

J. Dobes I1-12






























