I11.PROBLEM DVOU NUKLEONU

V tradiénim prfistupu teorie jadra je problém dvou
nukleoni technicky dobfe rfeSitelny. Jednd se vlastné o
ulohu, ktera slouzi ke stanoveni a specifikaci dvoucdasticové
¢asti jaderného Hamiltonianu = nukleon-nukleonového
potencialu. Je znam jeden vazany stav dvounukleonového
systému - deuteron - a jsou dobre proméfena p+p a n+p
rozptylova data. Experiment dava vstupni ddaje pro urceni
fenomenologickych potencidalt nebo slouzi k provéreni
potenciall, odvozenych na zakladé teoretickych predstav. V
praxi tyto dvé koncepce nejsou pouzivany oddélené, ale
navzajem se doplnuji. Ve fenomenologickych potencidlech jsou
¢leny, které maji zaklad v mikroskopické teorii. Na druhé
strané, =z Cdisté teoretickych 1wUvah a vypodétd se =zatim
uspokojiveée nepodarilo kvantifikovat dvounukleonovou
interakci a je nutno pouzit do urcéité miry modelovani a
parametrizaci i zde.

OBECNA FORMA DVOUNUKLEONOVEHO POTENCIALU

Nukleon—-nukleonovy potencial je urcen maticovymi
elementy mezi dvoucdasticovymi stavy

<r1S1zt12r2322t22I V12 |r;S;ztllzr’23,22t’22>

Pouzili jsme zde souradnicovou representaci, kromé souradnic
je stav urcden spinovou a isospinovou projekci prvni i druhé
¢astice.

Schroedingerova rovnice

Hly> = (T AT +V ) 1Y> = EIY>

se v souradnicové representaci prepisuje jako
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Jedna se obecné o soustavu vazanych integro-diferencialnich
rovnic. Pro specialni pripad lokalniho potencialu (z duvodu
pfehlednosti nepiSeme dale explicitné spinové a isospinové
proménné a pouzivame znaceni <r1r2IVlr’1r’2>=V(r1,r2,r’1,r’2) a
<r1r2|w>=w(r1,r2))
V(ri,rz,r;,r;) = a(rl—r;)a(rz—r;)V(rl,rz)

se soustava zjednodu$si na soustavu diferencialnich rovnic.
V obecném pripadé vystupuje ve Schroedingerové rovnici
nelokalni ¢len

Xdrldrzv(rl,rz,rl,rz)w(rl,rz)

Ten se da prepsat, provedeme-1li Tayloruv rozvoj funkce

" 4 7 o=
w(rl,rz) v bodé r.,r,

w(r!,r)) = y(r,r)+(r!-r ).V u(r r)+(r,-r ).V y(r r)+. ..

:exp((r;—rl).Vl+(r;—r2).72): W(rl,rz) =

) Ly i Lt o, i

.exp(h(r1 rl).p1 +h(r2 r2).p2). w(rl,rz)

V tomto zapise oznacdeni normalniho soucdinu : : zZnamena, Ze

diferencialni operatory 71, Vz pusobi pouze na fumkci

w(rl,rz) nebo ekvivalentné, Ze operator Vv : se

poéita, jako kdyby impulsy komutovaly se souradnicemi.

Vidime, Ze nelokalni ¢len mizeme vyjadrit ve tvaru
v(c,p,r,p)¥(r ,r) ,

kde

v(r ,p,r,,p) =

’ ’ ’ AR _]:: 8 i La= .
Idrlder(rl,rz,rl,rz).exp(h(r1 rl).p1 +h(r2 r2).p2).
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Obecny nelokalni potencidl V 1lze vyjadrit ve formé vV jako
funkci souradnic r,r,a impulsu P,./P,.

Budeme tedy psat dvounukleonovy potenciil jako
V(r1’p1’31’%1'r2’p2’32’%z)' Pritom konkrétni forma
potencidalu je omezena pozadavky invarianci a symetrii,
diskutovanymi v predes$Slé kapitole. Jako dusledek translaéni
invariance a Galileovské invariance bude potencial zaviset
pouze na relativni sourfadnici a impulsu r=r -r,, P=pP,7P,.
Isospinova invariance znamena, Ze potencidl muZeme rozdélit
na dva ¢&leny

5

V=V 1+V_ <T.T
0 T 12

Budeme v dalSim diskutovat invarianci kazdé ze sloZek Vy Vr
v prostoru souradnic, impulsl a spind jako invarianci funkce
2> 9
V(r,p,0 ,0.).
1 2

Invariance vac¢i prostorové inversi 2znamena, Ze se
potencial V nezméni pri zaméné r--r, p-o-p. Symetrie vuc¢i
zaméné ocislovani ¢astic 1l«-2 se da vyjadrit jako invariance

~ . o =) - . -
pri transformaci r->-r, P--P, 0, 20,. Kombinaci dvou
ptedeSlych transformaci dostaneme, Ze potencidl musi byt
. - . . - - => v . ° v

symetricky vzhledem k Pauliho maticim o, 0, Pritom muze
v o v - » . =3 =) - . . - >

samozrejmé na Kkazdé 2z matic o o, zaviset nanejvys

linearné.

Invariance vzhledem k inversi c¢asu znamena invarianci V

v . . = =) =) = . v .
pfi transformaci r-r, p--p, 0,2=0,,0,>-0,. Invariance pri
posunuti ¢asu znamena hermitovost potencialu V.

Podstatné omezeni na funkcionalni formu V dava pozadavek
invariance vU¢i rotacim. Potencial musi byt skalar (tensor
ranku O0) vzhledem k soucdasnym rotacim soufadnice r (a
. . - - o = - - v -
impulsu p) a spinovych operatoru 0.0, Takovéto mozZné
skalarni operatory dostaneme jako skalarni soudiny tensoru
ranku A v prostoru r,p s tensorem ranku A v operatorech
> 2
o

197 2 -
T (r JU5 (O
A(r,p).U, (3,,3)

Proanalyzujme nejdrive, jaké jsou mozné tensory U, V

A
prostoru spint. Zopakujme Ze mohou to byt operdtory nanejvys
->

. » - - P > - - =2 G P -
linearni v kazdém z operatoru c.,0, a symetrické v 0,,0,.
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MozZné skalarni kombinace jsou
>

A=0 1 .0 7
1 2

(symbol 1 oznaduje jednotkovy operator v prostoru spinua).
Jedinym moznym vektorovym operatorem je operator celkového
spinu soustavy S

a=1 S = %(31+32) ,
(dalsi vektorové kombinace %(31—32) a (31X32) jsou
antisymetrické).

Jedinym tensorovym operatorem ranku 2 je
A=2 (c 0 )

1 &g
Operatory vySs§ich ranku nez 2 ze dvou spinovych
vektorovych operatorl nemiZeme sestrojit.

Zakladni skalarni operatory v prostoru r,p jsou skalarni
soucéiny r2=r.r, p2= p.p a r.p. Posledni soudin musime
hermitizovat na #(r.p+p.r), tento vyraz ale neni invariantni
pri casové inversi (odpovidajici A=0 skaldry v prostoru
spint jsou invariantni vicéi inversi ¢asu). MiZeme pouzit az
jeho kvadrat, ktery se da prepsat na

($(r.p+p.r))? = +(r°p°+p°r’)-n’L%+

S lw

(L2 je kvadrat operatoru thlového momentu L=%rxP). Je zrejmé,
Zze nejobecnéjsi skaldarni funkci v prostoru r,p muZeme
vyjadrit jako funkci proménnych r2, p2 a L?

A=0 f(rz,pZ,LZ)

Cleny v celkovém potenciilu ziskané jako kombinace skalaru
A=0 muZeme tedy psat

v(r,p,L) V(r,p,L)3‘1.32

MoZné vektorové operatory v prostoru r,p jsou r, p a L.
Prvni dva z nich nejsou invariantni pri prostorové inversi
(spinové c¢leny se pri prostorové inversi neméni). Lze pouzit
tedy pouze vektor
A=1 L
Tento vektor muZeme samozrejmé vynasobit skalarni funkci v
prostoru r,p. V dvounukleonovém potencialu je jeden <dclen
odpovidajici kombinaci vektoru a=1

vir,p,L) L.S

Tenzorové <¢leny s A=2 v prostoru r,p lze vytvorit
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skladanim moznych vektoru

(aeb), ,
kde a,b jsou libovolné z vektoria r, p nebo L. Z duavodu
invariance vu¢i prostorové inversi a vucéi casové inversi
(tensor ranku 2 ve spinovém prostoru je invariantni k témto
transformacim) budeme uvazZovat pouze c¢leny s a=b. Ty je pak
mozné vyjadrit pomoci sférickych harmonik
A=2 Yé(a) a=r, p, L
V dvounukleonovém potencidalu po vynasobeni skalarni funkci

v prostoru r,p dostaneme tensorové c¢leny

v(r,p,L) V2L v (a).(33), =

=v(r,p,L)[ 2 (a.3)(a.3)-3 .5,]
a

V Gplné obecnosti se dvounukleonovy potencial nepouziva.
VétSsinou se wuvazuji potencidly se skalarnimi funkcemi
zavislymi pouze na r, z tensorovych vazeb se bere jen vazba
s a=r, nékteri autofi pouzZivaji i tensorovou vazbu s a=L.
Pak mUZzeme dvounukleonovy potencial i s isospinovou
zavislosti psat jako soucet

|4 |4 + V + V )

centr tens LS
centralni casti

= v (r) +v (r)e. .0 +Vv_(r)T..T+v__(r)e. .0 T..T_,
centr 0 (o 1 2 T 1 2 oT 1 2
ti

S
%4 =v (r)s_+Vv _(r)s_<=.%
tens TO 12 ¢ 12 1 2

tensorové c¢a

_ 3 - F 5 -
S12‘_ [-;5-(r.01)(r.02) 01.62]

a spin-orbitalni déasti

V
LS

=y

V. (r)L.S +V (r)L.S T..7T
LSO LST 1

2
Jedinym nelokalnim d¢lenem v takto 2zjednoduSené formé
potencialu je spin-orbitdlni potencial.

Potencial se prepisuje i Vv jinych ekvivalentnich
formach. S vyuzitim vztahu

.0 = 28°-3
1 2
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zjistime, jak operator
>
F. & %(1+01.02)
pisobi na singletni a tripletni spinové stavy
P, |8=0> =—|s=0> P, |s=1> = |S=1>
Vyhledem k antisymetrii a symetrii stava [S=0> a [|S=1>, je
pusobeni operatoru Po identické s pusobenim operatoru vymény
spinovych proménnych prvni a druhé castice. Analogicky
mizeme identifikovat operator
> 2
# = %(1+t1.t2)
s operatorem vymény isospinovych proménnych. Dalsi vyménny
operator, ktery se zavadi je operator Pr vymény prostorovych
proménnych, t.j.operator, ktery méni r na -r. Samozrejmé =z
duvodu antisymetrie celkové vlnové funkce musi platit
PPP =-1
&% r
PoPt = —Pr
Centrdalni potencial muZeme snadno prepsat ve tvaru, ve
kterém vystupuji vyménné operatory
centr o Vw(r) u Vn(r)Pr it VB(r)PO‘ B VH(r)P’C
Jednotlivé, tzv. vyménné ¢leny se nazyvaji Wignerova,
Majoranova, Bartlettova a Heisenbergova interakce. Podobné
lze prepsat tensorovou a spin-orbitdlni interakci pomoci
vyménného operatoru isospinu Pr'
Jiny prepis vyuzZziva projekéni operatory. Operator
S
P, = #(1-P)
je projekéni operator na singletni spinovy stav
s = = =
P 15=0> =15=0>
P1S=1> = 0
(o)
Podobné se konstruuji projekéni operdator na tripletni
spinovy stav
t
P, = (1+P) ,
projekéni operator na lichy prostorovy stav, t.j.na L liché,
o 3 -
?r = (1 Pr)
a projekcéni operator na sudy prostorovy stav, t.j.na L sudé,
e —
?r = %(1+Pr)
Centrdalni potencial pak prepiSeme jako soucdet potencialu
pusobicich v jednotlivych prostoro-spinovych stavech
_ te tpe to tpo se s pe so S O
=V (r).‘Poj’r +V (r)?o‘Pr +V (r)‘Po.‘Pr +V (r)?oj’r

centr
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Podobné miZeme pouzit projekéni operatory Vv prepisu
spin-orbitdlniho a tensorového potencidalu (jak uvidime dale,
tyto potencialy pusobi pouze v tripletnim S=1 stavu)

_ e e 0 o

= VT(r')Slszr + VT(r)S P

tens 12

J— e o o
Kj = Kﬁ(r)L.S?r + VLS (r)L.S?’r

MATICOVE ELEMENTY POTENCIALU

Pri reSeni kvantové-mechanické wUlohy si musime 2zvolit
uré¢itou representaci pro vlnovou funkci. Pak potfebujeme
znat maticové elementy potencidlu v této representaci.
Vyhodné je prejit do sférické representace v prostorové
proménné r a pouzit pro specifikaci stavu radialni
souradnici r a orbitalni dUhlovy moment L. Spinovou ¢&ast
vinové funkce budeme charakterizovat celkovym spinem S.
Orbitalni moment L a spin S sloZime podle pravidla L+S=J do
stavu s celkovym Uhlovym momentem J a jeho projekci M.
\'% ; representaci se tato c¢ast vlnové funkce napisSe jako
produkt orbitdlni a spinové vlnové funkce

<riLsamy = [v, (r)exg(1,2)1%

ProtoZe naSe 1Uloha je invariantni vuéi rotacim, maticové
elementy jsou diagondlni a nezavisi na magnetickém kvantovém
¢isle M a nebudeme toto <¢islo dale -explicitné psat.
Isospinovou ¢ast vlinové funkce specifikuje celkovy isospin T

a jeho projekce M z duvodl isospinové symetrie kvantové

T / 4
¢islo MT explicitné neuvadime. Charakterizujeme tedy stavy v
representaci
|rLsSJT>

VSechny maticové elementy jsou samozrejmé diagonalni v J a
T,

Maticové elementy centralniho potenciialu se velmi snadno
dostanou s pouzitim =zapisu potencidlu pomoci projekénich
operatoru

<r'L'S'JTI|V |rLSJT> = & s(r-r' )v*®(r) ,
centr

LL’SSS’
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kde a=s nebo t a b=e nebo o podle konkrétnich hodnot S a L.
Spin-orbitalni potencial je nelokalni potencial. V
diskutované representaci ale muZeme pouzit vztah
= 3[(L+s)?-1?-5%]
=+ [J(J+1)-L(L+1)-S(S+1)] = EJL
Je okamzité vidét, Ze spin-orbitalni potencial pusobi pouze
v tripletnim S=1 stavu a Ze je diagonalni (lokalni) v

radialni souradnici r

<r'L'S’JT|V |rLSJT> =38 B(r r')¥ v (r)

LL' SS’ JL LS
kde b=e nebo o podle konkrétni hodnoty L

Pro vypocet maticového elementu tensorového
potencialu zjistime nejdrive maticovy element operatoru S12
Pouzitim vztahu pro redukovany maticovy element skalarniho
souéinu z predesSlé kapitoly dostavame

<L’S’JIS12ILSJ> = % 22” KL'S'JIl Y’(r) (o~®o )HLSJ) =
J
- 2§" (=) TS {L S J} L | Y(rﬁuL><S'H(o-®o )_IS>

J
Tensorovy potencial je operator ranku 2 ve spinovych

operatorech, je tedy diagondlni ve spinu S a pusobi pouze v
tripletnim stavu S=S’=1. Spinovy redukovany maticovy element
se da dale pomoci dalsSiho vztahu s predes§lé kapitoly upravit
na

+ 4 1
<1l (3. e3 ) _ll1> = 3V5 {1 1 2} a2
Sl e 1 4+ 01

Do vyrazu vySe dosadime
<tldls> = Ve

<KL’ Ya(;)HL> = V(5/4m) i (LO20IL’0)

2 S |
{1 1 2} = 1/9
+ + 1

Ze skladani uhlovych momentd mohou L a L’ nabyvat hodnoty
J-1,J,J+1. Pritom

L+L' = sudé
Posledni vztah vyplyva 2z nulovosti Clebsch-Gordanova
koeficientu (L020|L’0) pro L+L’=liché a odrazi =zachovani
parity. MuZeme tedy psat

J. Dobes ITII-8



SS’631 y)JLL' '

kde nenulové hodnoty koeficientu yJLL’

<L’S’J|812|LSJ> =38

jsou uvedeny v tabulce
yJLL’

L=L"'=J 2
L=J-1 L'=J+1
L=J+1 L'=J-1
L=J-1 L'=J-1 -2(J-1)/(2J+1)
L=J+1 L'=J+1 =2(J+2)/(2J+1)

} 6VIT(I+1)1/(2T+1)

Kompletni maticovy element tensorového potencidalu piSeme

jako
rrrQr - oy b
(r'L'S JTIV;amIrLSJT> = SSS,SSIB(r # )yJLL’ V_ (r) "
kde b=e nebo o podle konkrétni hodnoty L.
Pro Uplnou specifikaci maticovych elementu

dvoucdasticového Hamiltonidnu musime jes§té vzit do 1uvahy
operator kinetické energie relativniho pohybu
_ 2

L / 2m r
kde m je redukovana hmota

m = nhmz/(m1+m2) = M/2
Maticové elementy operatoru kinetické energie v wuvazované
representaci jsou

<r'L'S'JTI|T . |rLSJT> =
kin

e B _1 9 2 9 L{1+1)
1L 8ss/ 8(r-r’)h/2m [ = or t e ——rz—]

Operator kinetické energie se zjednodusi, kdyz v radialnich

=4

¢astech vlnové funkce
<rly> = ¥ WL&n(r)lLSJT>
provedeme zaménu
=1
wLSJT(r)_ r‘uLSJT(r) d
Po této substituci ve Schroedingerové rovnici pro funkce
uL&n(r) vystupuje operdtor kinetické energie ve formé
2
T - n¥om [-0_ 4+ L(Z+1) 4

kin 2 2
or r
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SCHROEDINGEROVA ROVNICE PRO DVOUNUKLEONOVY SYSTEM

V rozvoji dvounukleonové vlnové funkce |JTn> pokud
S=0,L=J nebo S=1,L=J (tzn. pokud parita n=(—)J) vystupuje
pouze jeden ¢len

| TPy = %u(r)lLSJT> n=(—)J

Schroedingerova rovnice se prevadi na jednu diferencialni
rovnici pro radialni vlnovou funkci

2
{h%2m [—-2—5 + 145%12—]+V“Yr)+
or r

- b b _
+851yJLVu#r)+8S1yJLL’ VT (r)}u(r) = Eu(r)

kde bp=e nebo o podle parity stavu a a=s nebo t podle parity
a isospinu. Rovnice se resi s pocdatec¢ni podminkou

U(0)=0 ’
pro mala r se radialni funkce chova jako

u(r-0) - rL+1

Pro pripadny vazany stav s E<KO0 je asymptotika radidlni
funkce

u(r-w) -exp(-ar) a=V2m|E| /h ,

a funkce je normalizovana vztahem
00
§ lu(r)l®dr = 1
0]

Kdyz dvounukleonovy stav [|JTn> mad paritu 1t=(—)J+1

’

vlinova funkce ma dva ¢leny s L=J*1

19Ty = fu(r)|L=J-1,5=1,JT>+3w(r) |L=J+1,5=1,JT> :
které jsou navzajem svazany tensorovou interakci.
Schroedingerova rovnice se prevadi na soustavu dvou vazanych
diferencialnich rovnic pro radidlni funkce u a w

2

(r%om [-2— + (7-1)J 1+
2 2
or r
b = b b _
+Va(rﬁ+?J,J_iﬂs(r)+YJ,J_1,J_l ¥, (r)-Elulr) =
= - b
= = g, 31,781 Vo (FBAT)
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Psn - 2° (J+1) (J+2) 4,

2 2
or r

+V°(r)+9 VP (r)+¢

b p—
J,J+1 Ls v, (r)-E}w(r) =

J,J+1,J+1 't

b
= 3,9+1,3-1 Vr (D)ulr)

Indexy a a b jsou opét specifikovany v souhlase s paritou a

isospinem stavy. Soustava se reSi s pocdatec¢nimi podminkami

u(0)=0 w(0)=0 ’
pro mala r se radialni vlnové funkce chovaji jako

J J+2

u(r-0) » r u(r-0) -» r

Pro vazany stav s E<O0 je asymptotika radidalnich funkci

u(r-ow)-exp(-ar) w(r-m)-exp(-ar) a=V/2m|E| /h ;

a vlnova funkce je normalizovana vztahem
(04]
§ (lu(r) 1®+lw(r)1®)dr = 1
0

ROZPTYLOVA ULOHA

Pro E>0 ma dvounukleonovy systém spojité spektrum a
musime feSit rozptylovou wUlohu. Pripomenme nejdfive postup
pri reSeni rozptylové ulohy pro c¢astice bez spinu v
centralnim poli. Hledame vlastni stav Hamiltonianu, Kktery

asymptoticky pro r-o

2 & eikr
<rly> » <r|k>+f(k.r)——j;—— ¢
<r|k>=elkr
k=V(2mE) /h

U¢inny prurez je dan jako kvadrat amplitudy rozptylu

dgéﬁ) = |f(k.r)|? cos® =k.r
Po prechodu do LM representace mame
ly> = L <LM|y>|LM> k> = ¥ <LMIK>|LM>
LM LM

Plati

<rLM|k> = 4niLjL(kr)Yg*(k) ,
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kde sféricka Besselova funkce jL ma asymptotiku
jL(kr) » sin(kr-%Lm)/kr
Rovinnou vlnu |k> miZeme tedy pro r-o psat jako soucet

sbihavé a rozbihavé sférické vlny

-ikr ikr
tLm e _ -iLm e
<rLM|k> + A """ ——— -4 e S
_ .L+1YM* ”
ALM = 2mi I (k) /k

Jako soucet sbihavé a rozbihavé vlny muZeme psat
asymptoticky i hledany stav |y>, pritom sbihava d¢ast je

totozna se sbihavou ¢asti rovinné vlny
: -ikr ; ikr
e%an_g_____ 4 e %1Lns e

<rLM|y> - ALM P M =

Spoc¢téme pro stav <KLM|yY>|LM> tok skrz sféru s polomérem R-m.

Vektor toku ziskame jako

. 1 * * %
J = —Z“I'n-'(l// pY+Yp ¥ )
S vyuzitim vztahu ve sférickych sourfadnicich
S 1 = —iRT
V = rW"' r VQ VQ = ihrXxL

dostaneme pro tok skrz nekonec¢nou sféru pro ¢ast se sbihavou
vlinou

-4m®n 1Y) (k) 1%/mk
a pro ¢ast s rozbihavou vlnou

sm’h YD (k) 1%1s, 1%/ mi
Protoze celkovy tok musi byt nulovy, musi platit

2 _ :
ISLI 1 S;= exp(218L)
Fazi rozptylu 6L mizeme ziskat 2z asymptotiky radidalniho
reSeni Schroedingerovy rovnice
uL/r > ~exp(i6L)sin(kr—%Ln+6L)

Porovnanim asymptotického tvaru stavu <LM|y>|LM> s hledanym
celkovym reSenim rozptylového problému zjistime, ze

prispévek stavu s LM do amplitudy rozptylu je
5 & . ; Py g
£,k r) = -4m/k exp(laL)51n(aL)Yf (k)yf(r)
S vyuzitim relace (PL je Legendretv polynom)
L Yy (K)Yy(r) =(2L+1)/4m P, (cos®)
M
dostavame pro amplitudu rozptylu

J. Dobes ITI-12





































































