IV. PROBLEM TRI NUKLEONU

LIPPMANN-SCHWINGEROVA ROVNICE

V predchozi kapitole jsme freSeni rozptylové ulohy v
dvounukleonovém systému vyjadrili po prechodu do
representace charakterisované Uhlovym momentem pomoci fazi
rozptylu. Toto reSeni lze vyjadrit alternativné v obecném
operatorovém formalismu. Ten se sice pri aktudlnim postupu v
dvoucdasticovém problému obvykle nevyuziva, ale je uzitecny
pro obecnou teorii srazZek a pro formulaci rozptylové Glohy v
mnohocd¢asticovém systému.

Hledame reSeni Schroedingerovy rovnice
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kde pro dvoucdasticovou ulohu

H = -h%/2m A k=V(2mE) /h
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Zavedeme si tzv. Greenovu funkci vztahem
ik|lr-r’ |

m e

2nh

Greenova funkce vyhovuje rovnici

(+) 7 _
Go (r,r’) - 2 [r-r"]

(Hb—E)G:J(r,r’) = -8(r-r’)

Snadno zjistime, Ze reSeni integrdlni rovnice

(+)

<rly> = &(r) + .Ydr’G0

(r,c’)v(r’ )<’ |y>

spliiuje puavodni Schroedingerovu rovnici, pokud &(r) je
libovolné reSeni rovnice bez potencidlu
(HO-E)<I>(r) =0
Zvolime-1i &(r) = <rlk>, dostaneme z integralni rovnice
(ib
O tom se presvédéime, kdyzZz s

(;)> = <rlk> + Sdr’Gé”(r,r’)V(r’)(r’Iw
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K s

<rly

pravé hledané reSeni |y
vyuzitim vztahu

I ’ 2 -~
le=r’' | = V(r-r’').(r-r’) = rV(1- 2rér . ) s r - r.r’
r r

nalezneme asymptoticky tvar Greenovy funkce (r’ je v
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integrdlni rovnici omezeno dosahem potencidlu)
ikr 5 s
m e e—lkr.r’
2 Ir
2mh

Asymptotika reSeni Iw(;)> z integralni rovnice je

G':)(r,r') 5 -
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(+)

V(r’)<r’|t//k >

a stav I¢”;)> je tedy skute¢né hledany stav s rovinnou vlnou

a rozbihavou vlnou. Zaroven vidime, Ze amplitudu rozptylu
z pocdateéniho stavu |k> do koncového stavu |k’=kr> muZeme

psat v kompaktnim tvaru jako

f(k.k') = ———T(k,k") ;
2mh
kde matice rozptylu

ik’ .r’ (+)

T(k,k') = fdr'e V(e )<’ [y >

Prevedli jsme tak problém nalezeni reSeni <r|w(£)> z puvodni
diferencidalni rovnice s okrajovymi podminkami na nehomogenni
integrdlni rovnici. V té je vhodnou volbou Greenovy funkce
zajisténo, zZe reSeni ma poZadovanou asymtotiku. (0]
jednoznac¢nosti reSeni integralni rovnice se zminime dale.

Preformulujme nyni dosavadni uvahu v obecném
operatorovém tvaru. Definujeme Greenuv oberétor

6 = FE T :

kde €& 50" je nekoneéné mald kladna veliéina. Maticové
elementy Greenova operatoru v impulsové representaci jsou
(pouzivame normalizaci <k’ |k’">=(2m)%s(k’'-k’") )

Ok >=(2m)® 2 5 (k' k') 2 ——
h k"=Ek" +ig

Odtud dostaneme maticové elementy Greenova operatoru v

<k' |G

souradnicové representaci jako

1 2m fdk’ eik’.(r-r’) 1

2 2, .
h k°-k' “+ic
Po provedeni integrace s pouzitim residuové véty zjistime,

(+)

<r' |G
0

lr>=
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<r’IG:JIr> = Gg”(r,r’)

MiZzeme tedy Vv operatorovém tvaru vySe uvedenou integralni
rovnici pro stav |¢(;)> prepsat jako

(+)

> = e+ ey

e >

Tato rovnice se nazyva Lippmann-Schwingerova rovnice. Jeji

reSeni miZeme formdlné psat ve tvaru rady
(+) _ (+) (+) (+)
Y > = [RX+G T VIKIHG "VG "V Ik>+. . ..
S vyuzitim operatorovych relaci
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_ oA 1 Fa—
=@ _E—HO—V+ie St SF
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=
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prepiSeme reSeni Iw(k)> Lippmann-Schwingerovy rovnice jako
(+)

lyy'> = lk>+¢viky =

k> ,

(+)

(Q se nazyva MoellerUv operator). Matici rozptylu piSeme

(+) _
Kk’ -

T(k, k') =<k'| VIy
=<k’ | v+ve"'vik> i
neboli po zavedeni operatoru

T = v+vey

jako maticovy element operatoru T. Obdobnymi tuUpravami, jako
jsme délali vySe, dostaneme pro T Lippmann-Schwingerovu

rovnici ve tvaru
T = V+VG:)T

ProtoZe v Greenovych operatorech vystupuje jako parametr

energie E, bude operadtor T zaviset na této energii. PiSeme
T(E,k, k') = <k'|T(E) |k>

V pripadé dvoucdasticového rozptylu je amplituda rozptylu
spojena s partikularnimi maticovymi elementy operatoru T,
totiz s témi, pro které plati

E = b°/2m k°= b°/2m k'°
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Takovéto elementy se nazyvaji elementy na energetické slupce
(on shell). Pokud '

E = bh®/2m kK°+ b°/2m k'°
rikame, Ze element je zpola mimo energetickou slupku

(half-off shell). Plné mimo energetickou slupku (completely
off-shell) jsou elementy s

h?/2m K°#E+ h°/2m k'°
Samozrejmé, pokud dva potencialy popisuji identicky
dvoudasticova rozptylova data, musi mit stejné on-shell
elementy. Chovani T matice mimo energetickou slupku se ale
pro fazové ekvivalentni potencidly muZe 1iSit. Jinak receno,
fazové ekvivalentni potencidly davaji vlnové funkce se

stejnou asymptotikou, v oblasti dosahu interakce se ale
vlnové funkce mohou 1liSit.
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Figure 5%8: Half-off-shell K-matrices at 2756 MeV lab. energy as
derived from the Bonn (full line), the Paris (dashed), and the Reid (dotted)
potentials. The on-shell point is given by the dot. Ke T/ (A-ixn T\

Skuteénost, 2Ze operator T Vv bornovské aproximaci je
vztazen k exaktni amplitudé rozptylu a Ze plati

Vllll(;{)> = T|k>

umoZhiuje interpretaci operatoru T jako operatoru efektivni

/

interakce, ktery pusobenim na neporuseny stav |k> (vlastni
stav Hamiltonianu HO) dava vysledek shodny s vysledkem
pusobeni interakce ¥V na presny stav It/t(l:)> (vlastni stav
Hamiltonianu H6+V)'

Lippmann-Schwingerova rovnice je specialnim prfipadem -

obecné nehomogenni integralni rovnice fredholmovského typu
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¥y = ¢ + Ky
Pokud jadro integrdlni rovnice je kompaktni, pak plati Fred-
holmova alternativa: bud ma prislu$Sna homogenni rovnice
pouze trivialni nulové feSeni a pak nehomogenni rovnice ma
jednoznaéné re$eni, nebo mad homogenni rovnice alespoil jedno
netrividlni reS$eni a pak nehomogenni rovnice nema reseni,
prip. nemd jednoznac¢né reSeni. Poznamenejme, Ze postacdujici

podminka pro kompaktnost jadra je konec¢nost Schmidtovy normy
§fdrdr’ IK(r,r')1? < ®

V problému dvou dc¢astic je jadro Lippmann-Schwingerovy
rovnice kompaktni (pro rozumné potenciidly) a pro E>0 je
rovnice jednoznac¢né rfeSitelna. Kdyby totiZz existovalo
netrivialni reSeni homogenni rovnice

(+)

ly> = G

viy> ’

pak stav |y> by musel vyhovovat Schroedingerové rovnici a
tok pres sféru s polomérem -0 by musel byt nulovy. Na druhé
strané, z asymptotiky Greenova operatoru plyne, Ze stav >
asymptoticky obsahuje pouze sbihavou vlnu. Dochazime tak ke
sporu.

Netrividalni feSeni homogenni rovnice ale muZze existovat
pro E<0. Greenova funkce je pak

-alr-r’|
m e

2mh

(+) ry
& (r,r’) - 2 [r-r"]

a=V(2m|E|)/h

a asymptoticky Greenova funkce exponencialné ubyva.

Homogenni integralni rovnice v r-representaci

- -a|lr-r’|
Krly> = = — fdr’ - V(' )<r' |y>
2 [r-r’ |
2mh
nebo v k representaci
kly> = - 21 1 jak'v(k'-k)<K! 1>
h o + k
v(k'-k) = -——l—g-sdr V(r)el(k “k).r
(2m)

mizZe mit netrividlni reSeni pro diskrétni hodnoty parametru

o (tzv. charakteristické ¢&isla). Takovéto netrivialni resSeni
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vyhovuje Schroedingerové rovnici s vlastni energii
odpovidajici tomuto «. Hleddani charakteristickych <cisel
homogenni Lippmann-Schwingerovy rovnice je tak ekvivalentni
hledani vlastnich hodnot Schroedingerovy rovnice (ve
skute¢nosti v Kk representaci jsou obé rovnice spojeny
jednoduchou udpravou).

V praxi se miZe ukadzat, Ze numericky postup pri feSeni
integralni Lippmann-Schwingerovy rovnice miZe byt jednodusSsi
neZz postup pfi feSeni (diferencidlni) Schroedingerovy
rovnice. Integralni rovnice s kompaktnim jadrem se po
dikretizaci d4a prevést na soustavu linearnich algebraickych
rovnic a na reSeni maticové ulohy s dobre propracovanymi
numerickymi algoritmy.

Na konec této sekce poznamenejme, Ze operatorovy
formalismus Lippmann-Schwingerovy rovnice neni omezen na
dvouéasticovou 1ulohu, pro kterou byl vySe diskutovan. Je
platny pro obecny Hamiltonian H, ktery se rozdéli na

neporuSenou c¢ast Hb a na poruchu V.

TRICASTICOVA ULOHA

Hamiltonidn pro trinukleonovy systém piSeme ve tvaru ( v
této a nasledujici sekci neuvazujeme explicitné spinové a
isospinové stupné volnosti, uvadéné vztahy a kvantity musi

byt chapany jako matice v spin-isospinovém prostoru)
2

_ h 2,,2 ,2 _ _ N
H = ’fﬁ"(k1+k2+k3) + V(r1 r2) + V(r2 r3) + V(r3 rl)
Po zavedeni Jacobiho souradnic
é = r -r
1 2 3

=
= rl—%(r2+r3)
R = %(r1+r2+r3)
a konjugovanych Jacobiho momentu
p1=%(k2—k3)
q. = gk -+(k_+k_)
3™ 2 '3
P = kK +k_+k
1 2 3
a oznaceni
|4
1

V(rz—r3) a cyklicky
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se prepise Hamiltoniam do tvaru

h’ 2 n’ 2 h’ 2
H=_6T—P+Wp1+2u q1+V1+V2+V3 "
kde
m=%M u= %M

Samozrejmé&, po cyklické zaméné indexl muZeme jako
Jacobiho souradnice a impulsy pouzit libovolny 2ze souboru
{gaﬁapaqa} a Hamiltonidan po vynechani kinetické energie
tézisté piSeme

h° 2 h° 2

H = 2m Py *+ 21 qy i E V7 !

Podle momentalni vyhodnosti mUZeme prechiazet od jednoho

a=1,2,3

souboru Jacobiho souradnic ke druhému, jednotlivé
representace jsou mezi sebou jednodusSe svazany, napt.
lpa> = |-ip,- 2q ,p -+q>
272 1 A™FFg 1
Da se cdekat, 2ze reSeni kvantové-mechanické ulohy v
diferencidlnim tvaru jako Ulohy na vlastni hodnoty bude
znaéné komplikované, napf. asymptotika radidlnich funkci
vazaného stavu je dana kombinaci funkci
h2a2+ thz= B
2m 2u

exp(-a&-Bn) kde

Vyhodnéj$§i by mohl byt postup pouzivajici integralni
formulaci a jeji nasledné prevedeni na maticovou ulohu.

Lippmann-Schwingerova rovnice pro T operator ma tvar

_ 1
T = (V1+V2+V3)+(V1+V2+V3) —E—Ho+ie T
2 2
_ h 2 h 2
Hy = 5p— Py * 2n 9o
nebo v impulsové representaci
<paqa|T|paqa > = <paqa|(Vﬁ+Vé+V3)lpaqa > +
+Xdpa dq, <paqal (V1+V2+V3) Ipa i
x 1 <plquI|TlpIqI >
2 2 o o oo
E_ h ’ 12_ h ’ 12+ie
2m pa 2u qa

Vidime, Ze jadro obsahuje ¢len s &-funkcemi

<paqa|(V;+Vé+V3)|p&’q&'> =L B(qy—q;’)<p7|V7|pé’> .
(4

ktery dava tusit, ze jadro nebude kvadraticky
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integrovatelné. V Lippmann-Schwingerové rovnici pro vlnovou
funkci

1
E-Ho+1e

(+)

lw™s> = 18> + vig™)>

je pocdated¢ni stav [®> vlastni stav Hamiltonianu I%, ve
kterém jsou vSechny tri d¢astice volné. Fyzikalné tedy stav
Iw“)> neni jednoduSe realizovatelny, nicméné teoreticky ho
miZeme uvazovat. Asymptoticky pro Ea,na»w jsou ve stavu
|w(+)
vliny. Podobné&, pfipadné netrivialni reSeni homogenni rovnice

_ 1
I = E—Ho+ie

> kromé asymptotiky podatedniho stavu |®> jen rozbihavé

viy>

by v asymptotice pro Ea,naew mélo jen rozbihavé vlny.

Pokud v néjakém dvoucdasticovém kanialu existuje vazany
stav, t.j. pokud existuje reSeni dvoucasticové
Schroedingerovy rovnice

2
(h p2
2m o
s asymptotikou

+V, E )|¢a> =0

<€al¢a> - 0 pro Saam "
pak existuje i feSeni |¢> tricasticové Schroedingerovy
rovnice, které odpovida fyzikalni situaci, kdy <dcastice
oznac¢ena jako o se rozptyluje na vazaném stavu |¢a> a
asymptoticky
l> > 1¢,>lq > + rozbihavé vlny

Pro Ea,naam ma tedy stav |¢> pouze rozbihavé vlny. Po
dosazeni do homogenni Lippmann-Schwingerovy rovnice vidime,
ze stav > predstavuje jeji netrivialni reSeni.
Tric¢adsticova Lippmann-Schwingerova rovnice tak nepredstavuje
vhodny nastroj pro dalsSi postup.

Alternativné muZzeme pochopit potiZe, které vznikaji v
trié¢dsticové Lippmann-Schwingerové rovnici, z toho Ze jeji
jadro obsahuje nespojené (disconnected) c&asti, ve kterych
interaguje prostrednictvim interakce Va jen dvojice ¢&astic,

odlisnych od ¢astice oznacdené o
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- ——

Pri formadlni iteraci Lippmann-Schwingerovy rovnice

- + -— _\. - - o +

se tato nespojenost prena$i i do celkového T jako soucet
prispévka, ve kterych ¢&astice a propaguje jako volna
s

castice.

FADEJEVOVY ROVNICE

Vhodnou integralni formulaci tricasticové ulohy
predstavuji Fadéjevovy rovnice. V téch jsou v podstaté
ptesdéitany a pteskupeny jednotlivé ¢leny z
Lippmann-Schwingerovy rovnice tak, ze ve vysledném
integralnim jadfe se nevyskytuji nespojené casti.

Lippmann-Schwingerovu rovnici

e 1
T = (V1+V2+V3)+(V1+V2+V3) ——E—Ho+ie T
si rozdélime na tri rovnice
T =v+v ¢'tT a=1,2,3
o o o o0 et
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Celkovy T operator je soudet
T=T +T+T
1 2 3

V maticové formé muZeme tri rovnice psat jako

T 4 v, V. Vv T
1 1 1 1 1 - 1
T = 14 + v. v. V_ | G T
2 2 2 2 2 0 2
T 4 v, V.V T
3 3 3 3 3 3

Pro kazdou z rovnic upravime
T v ¢V'r=v+v "
(o o o o o

a o (T—Ta)

> ” 2 )y -1 p <
a vynasobime operatorem (1—VaGc(>+ ) . Na pravé strane
mizeme zaménit

(+)
0

Yl =v v e'v we'vetv o+, ..
[0 4 o o o0 o a o a o0 o

(1-v G

o

Vidime, Ze tento vyraz je roven dvoudasticové T matici,
budeme jej oznacovat jako ta' Maticovy element v
tri¢asticové basi se vyjadfuje prostfednictvim dvoudasticové

T matice jako
2
T it — - __h2. 7
<paqa|ta|paqa ¢ = a(qa qa)<pa|ta(E 2u qa+1€)|pa>

Prevedli jsme tak puvodni tri rovnice na

(+)

Ty = t,* T Fav G, T7 a=1,2,3
7
Fa7= (1_6a7)ta i

nebo v maticové formé

T t 0 t t T
1 1 1 1 e 1
T = t + t| G T
2 2 2 2 0 2
T t t t 0 T
8 3 3 3 3

Tyto tri vazané integrdalni rovnice se nazyvaji
Fadéjevovy rovnice. Zatim neni ale zrfejmé, 2Ze timto
prepsanim jsme dostali soustavu, ktera by mohla mit
kompaktni jadro, ve skutednosti jsme zjistili, Ze maticové
elementy operatoru ta stdle obsahuji & funkci. Po prvni

iteraci dostavame
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T t t ¢ (t +t)
1 0 2 3
(+)

T |= t |+ t G (t+t) |+

2 2 2 0 3 1

T t t ¢ (t +t)

3 3 30 1 2
t ¢ (t_+t)) t et te'tt T
1 0 2 3 1 0 3 10 2 1
% te'tt te'* (t +t) te'tt T
2 0 3 2 0 3 1 2 0 1 2
te't t ¢'t t ' (t +t.) T
30 2 3 0 1 3 0 1 2 3

Okamzité vidime, Ze po prvni iteraci vystupuji v jadfe cleny

typu tiG:th, i#j neboli graficky

E
2D

a &-funkce a nespojené diagramy se v jadre neobjevuji.
Prechodem od interakce Va v Lippmann-Schwingerové rovnici k
dvoucdasticovému ta operatoru ve Fadéjevovych rovnicich se
vlastné provedlo preséitani pres tfidu nespojenych diagramu

a tim se odstranily potiZe puvodni Lippmann-Schwingerovy
rovnice. Fadéjev skuteéné ukazal, Zze soustava integralnich
rovnic ma kompaktni jaddro a je jednoznacné reSitelna.

Ve Fadéjevovych rovnicich se objevuje dvoudasticova
amplituda rozptylu ta . Na rozdil od problému dvou c¢astic,
kde jsou relevantni jen elementy ta na energetické slupce, VvV
tric¢asticovém (a viceéasticovém) problému vystupuji i
elementy mimo energetickou slupku, jednak jako dusledek
energetického posunuti spojeného s impulsem treti dcastice

q

o jednak jako dusledek toho, zZe ta stoji v jadre
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