V. FORMALISMUS TEORIE MNOHOCASTICOVYCH SYSTEMU

BAZE NEZAVISLYCH CASTIC
Vlastnosti obecného kvantové-mechanického stavu >
vyjadfime prostfednictvim jeho vlnové funkce, kdyz prejdeme

do 1libovolné representace. V mnohodasticové t1loze se
vétSinou pouziva specificka representace, ve které
explicitné vystupuji proménné jednotlivych ¢&éastic. Vv

jaderném pripadé jsou to projekce spinu a isospinu a
prostorové nebo impulsové souradnice. Pro i-tou ¢&astici
budeme oznacovat

= >

|X1> Iri'siz' tiz

Vlinova funkce pro systém 4 nukleonu pak je

<

X X, XA|W>

Ta musi vyhovovat Pauliho principu, t.j. pri zaméné ie<-j

XX .o.o.X ...Xx...x |Yy> = <xx...x...x...x |y
1 2 i k A 1 2 k i A
a pri obecné permutaci
(X1Xz"'XA) —>(xi X ...xi)
1 2 A
XX ...X...X...X|y> = (—)P<X X ...x |yY> ,
172 i k A i 7 i

12
kde P je pocet transposici, ze kterych je permutace sloZena.

Prace s obecnou mnohoédasticovou vlnovou funkci je
obtizna, ne-1i nemozna. Proto se zpravidla snaZime rozloZit
vlinovou funkci a mnohodasticovy problém prevést do baze
nezavislych c¢astic. V té jsou bazisni funkce dany jako
antisymetricky produkt jednoéasticovych vlnovych funkci

<X1X2"'X}|wbas> = <x&x2...XAI¢1¢2”.¢A> =
=N 4 <x1|¢1><x2|¢2>...<xAl¢A> s

kde ¥ je normalisaéni faktor a « je antisymetrisaéni
operator.

Jednocdasticové stavy mohou I¢i> byt do znac¢né miry
libovolné stavy. Je vyhodné, kdyz tvori aplny a ortogonalni
systém

Llg ><o 1 =1 <¢J_|¢i> = 8, ;
coZ se realizuje, kdyz I¢i> je uplny soubor vlastnich funkci
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jednocasticového Hamiltonianu
(T+U)1¢,> = € 1¢ >
V jaderné fyzice se pracuje velmi éasto s jednim ze dvou
souboru jednocasticovych funkci. Prvni je soubor rovinnych
vln, t.j. pripad, kdy U=0
h2K2
2M

ik.r

lemsmt>= k> <X|kmsmt> = e xs(ms)xt(mt) ,

x oznacuje Pauliho spinory. Druhym pouZivanym souborem je
soubor funkci harmonického oscilatoru
U = Mw’r®

(T+U)lnljmmt> = (2n+l1-%)hw Inljmmt>

<x|nljmm> = gonl(r)[Y1®xS]jm X (m )
pop(r) = cnllef%(Ez)exp(—%Ez) £=(Mw/n)? r

Potencial harmonického oscildtoru roste do nekoneéna s
rostoucim r, prislusné vlnové funkce tak budou mit
asymptotiku, kterd nebude prilis§ vhodna pro popis vlastnosti
jader, které zaviseji na vlnové funkci jadra v oblastech za
jadernym polomérem. Pro vét$inu velié&in v jaderné strukture
je ale dulezita pfedevsim vnitrni oblast jadra a tam pouziti
funkci harmonického oscilatoru je zcela rozumné.

Antisymetrisa¢éni operdator « piSeme jako sumu pres
vSechny permutace P souboru (X&XZ...XA)

_ _\P
A <x&x2...XAI— § (=) <x&x2...xA|
Pro ortogondlni jednodasticovy systém je normalizaéni faktor

¥ = 1/VA! a vlnovou funkci baze nezavislych c¢astic dostaneme

ve tvaru
<X X x|l ¢ ...0 > =1 E(—)P<X [ ><x_|¢ > <x 1o >
1727 " TTAT T2 Ty VAl p 1 "1 2 T27 T AT

Alternativné mlZeme psat tuto funkci ve tvaru Slaterova

determinantu
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<x1|¢1> <x1|¢2> . <x1I¢A>
<x2I¢1> <X2|¢2> +® <X2|¢A>
| .
<x&x2...xAI¢1¢2”.¢A> = Var
<xAI¢1> <XA|¢2> s @ (XA|¢A>

Je vidét, Ze Slateruv determinant je roven 0, kdyZ néktery z
jednodasticovych stavi je v ném obsaZen dvakrat. Tento fakt
je vyjadrenim Pauliho princip ve formulaci, zZe ve
fermionovém systému miZe byt v daném stavu maximadlné jedna
¢astice.

Kdyz soubor jednoéasticovych funkci je Gplny a
ortogonalni, je Uplnd a ortogonalni i pfislu$na baze
nezavislych c¢astic. Nesmime pfitom zapomenout, 2Ze bazisni
funkce, které se 1iSi permutaci ¢&astic jsou aZz na fazi (—)P

identické. Relace uUplnosti pak piSeme jako

1= 21006,..6500. .0 ,
kde se scita pres stavy s poétem ¢&astic n od 0 do o a
pres vSechny jednocdasticové stavy ¢1¢2...¢n.
Prostor stavi v bazi nezavislych ¢&astic se nazyva
Fockuv prostor. Stav ve Fockové prostoru je urdéen
obsazovacimi ¢isly jednocdasticovych stavi, t.j. poctem
¢astic v jednotlivém jednocdasticovém stavu. Pro fermionové

systémy obsazovaci ¢isla mohou nabyvat hodnoty 0 nebo 1.

DRUHE KVANTOVANI

Zavedme si kreaéni operéator a; jako operator, ktery
pusobi na stav ve Fockové prostoru tak, Ze k nému pridava
jeden fermion do stavu |¢>. Definujeme

u'o
ay 19,0,..0,> = 160.6,...0>

a mizeme psat explicitné
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o 1 '
a, = Y = |¢¢1¢2...¢n><¢1¢2...¢n| ,
kde se s¢itd pres stavy s podétem ¢&astic n od 0 do o a

pres vSechny jednocdasticové stavy ¢1¢2"¢n' Evidentné

n‘c
ay 14,9,..6,> =0 ,

kdyz stav ¢ je mezi stavy ¢1¢2...¢ Stav, ktery neobsahuje

-
zadny fermion (fermionové vakuum) oznaéime jako |0> a

dostavame

_ ot *
|¢1¢2"¢n> = a¢1a¢2...a¢nlo>
ProtoZe pro libovolny stav ve Fockové bazi plati

a; a;|¢1¢2...¢n> = lgngg,...0 > =
=166 ¢_...6_> =—a' a'l¢ ¢..6 >
172" "n m ¢ T172""""n 4

dostavame pro kreacéni operatory antikomutaéni relace
U *
a a =0
{¢’n}
Anihilaéni operéator a¢ definujeme jako operator konjugovany

v " ¥
ke kreac¢nimu operatoru a

¢
a, = 5 %! |¢1¢2...¢n><¢¢1¢2...¢n|
Plati

a,lo> =20
¢I

_ (_\k+1
a¢ |¢1¢2...¢n> = (=) |¢1¢2...¢k_1¢k+1...¢n> ,

kdyz stav ¢ je mezi stavy ¢1¢Z"¢n na k-té posici a

a¢ |¢1¢2...¢n> =0

kdyz stav ¢ neni mezi stavy ¢1¢2...¢ Konjugaci dostaneme

-
antikomutacéni relace pro anihilaéni operatory

a a =0
{¢’n}
Antikomutator kreaé¢niho a anihilaéniho operatoru spoéteme z

-'.

{a¢, n
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1
L n'2|¢¢1¢2”.¢n><¢1¢2..¢n|nlnzu.nn><nn1n2“.nnl +

+ Z-i?a|¢1¢2“.¢n><n¢1¢2“.¢nI¢n1n2“.nn><n1n2“.nn|
V prvni ¢asti vyrazu jsou nenulové prispévky pro ¢&leny, kde
soubor stavu {¢1¢2”‘¢n} je az na permutaci identicky se
souborem {nﬂgu.nn}, mame n! takovychto moznosti a tedy pro
prvni ¢ast
L1 196.6....6 5<nd.o...4
12 n 12

n!
V druhé <¢asti antikomutatoru pro ¢=n musi byt opét

{¢1¢z"¢n}={"1"2""n}' pritom ale pokud ¢ je rovno
nékterému ze stavu {¢fﬂf“¢n} mame nulovy prispévek. Musime

-

tedy odecist ¢&leny, ve kterych je ¢ mezi stavy, pres které
se s¢itad. Posledni skuteénost je moZno realizovat n zpusoby.

Druha ¢ast je potom

L 1—l ¢, 9, 8.><s.¢,...0

I
n! o

_E__l____|¢¢1¢2..¢n_1><¢¢1¢2~-¢n_1I =

(n-1)!
PR
= 1 z_?;:I;?|¢¢1¢2”.¢n_1><n¢1¢2~-¢n_1|

a antikomutator je

{a; . a¢} =1
KdyZz ¢#m musi byt ¢ rovno nékterému ze stavu {¢1¢2”'¢n} a
rovno nékterému =ze stavi {ninz..nn}. Po permutacich mtGZeme
polozit ¢=¢1 a m=n, potom je nenulovy prispévek, kdyz
{¢2“.¢n}={n2“.nn}, mame n takovych moZnosti vybéru ¢ a
(n-1)! permutaci v souboru {¢2“'¢n}' Druhy ¢len je

Z(n_i)g'¢¢2"'¢n><"¢¢2’“¢n'¢"¢2"'¢n><"¢z"-¢n' _

1
= - ¥ l¢p_...0_><Md_...¢_|
(n—l)! 2 n 2 n
Pro ¢#m je tedy antikomutdtor kreaéniho a anihilaéniho

operatoru 0. Obecné mame
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{a¢ , an} =3

¢n
Z antikomutaénich relaci snadno zjistime, 3Ze operator a;a¢
ma vlastni hodnoty
1-
ayay 1¢,¢,.-.0> = 19,6,..9> ¢c{¢.¢,...¢ }
=0 ¢§E{¢o1¢2...¢n}

a je operatorem poctu ¢&astic ve jednodasticovém stavu [¢>.
Operator celkového podtu é&astic je

n = ) al

¢%¢

S pomoci krea¢nich a anihilaénich operatorlt muZeme
vybudovat bazi ve Fockové prostoru a prechazet mezi
jednotlivymi stavy této baze. Pritom vSechny vlastnosti
stavua ve Fockové prostoru jsou jednoznacné urcéeny
antikomutac¢nimi relacemi.

S pouzitim anihilaénich operatorll miiZeme prepsat rozklad
Slaterova determinantu podle prvni radky jako

<x3x2...xAl¢1¢2“.¢A>

k+1

V Z <x 1¢,> (=) X, 100, by b9

- V% E (X1|¢k> <X2...xAla¢kl¢1¢2”.¢A>

Pro rozklad Slaterova determinantu podle prvnich dvou radek
dostavame

<X&x2...xA|¢1¢2n.¢A>

2
= V( ETK:T7)i§k<XﬁX2|¢i¢k> X

i+k+1
x(=) <X3"'XAl¢1¢2“'¢i—1¢i+1“‘¢k—1¢k+1"'¢A>

2
V( ETX:T))i§k<XﬁX2'¢i¢k> <x3...xAIa¢ f¢ '¢1¢Z"‘¢A>

i
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JEDNOCASTICOVY A DVOUCASTICOVY OPERATOR
Jednocasticovy operdtor pusobi na jednotlivé ¢astice
oddélené, jeho plusobeni na danou ¢Aastici neni ovlivnéno
ostatnimi d¢asticemi. Jednoéasticovy operator F je wurdéen
maticovymi elementy v x-representaci
<x'"|Flx> = F(x',x)

Pro maticovy element operitoru F mezi jednocéasticovymi stavy

mame

F¢i¢k = <¢1|Fl¢k> =X§’<¢llx’><x’ IF|x><X|¢k> =
L ¢, (x')F(x',x)¢ (x) :
xx'

kde symbol Y znamenia séitani pres diskrétni soufadnice a
integrovani pres spojité soufadnice.

V systému A identickych ¢&&astic ma jednocéasticovy
operator tvar

A
F=1L Flx! x)
k=1 k'"k
V maticovych elementech mezi A-Casticovymi antisymetrickymi
stavy miZeme operitor F nahradit

F = A F(XI'XI)

Pro maticovy element pak dostavame

<p' o’ ..

172

'y

A

IF14,6,...,>

j,f XZ <¢i¢z”‘¢Alx1X2"XA><X1IF|X>1<X1X2‘°'XA|¢1¢Z“¢A>
171727777

Po rozloZeni Slaterovych determinantu podle prvniho radku
mame

r 47 ’ ." I’ 7 4
L <¢1¢2”.¢Ala¢, Ixz..xA><¢l |X1><X1|F|X1><X1|¢k> X
X’x x_...x i
I T A
ik

— g ’ +
. k,zk«plqsz...qu|F¢; ¢ka¢; a, 19.4,..9,>

k

Vidime, Ze obecné muZeme ve formalismu druhého kvantovani
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jednocdasticovy operator psat jako
: a
¢i ¢k

Toto obecné vyjadreni jednodasticového operatoru je vyhodné

F=F <¢1|F|¢k> a
ik

pri praci v mnohoéasticovych problémech. K urceni
jednocdasticového operatoru nam staéi znat jeho elementy ve
Fockové prostoru s 4a=1.

Okamzité je vidét, Ze v bazi nezavislych c&astic ma
jednodasticovy operator nenulové elementy pouze mezi stavy,
které jsou identické

n™M>

<¢1¢2...¢A|FI ¢1¢2...¢A> =

k

<@, IFl8) :

nebo stavy, které se 1i$i pouze v obsazeni jednoho
jednocdasticového stavu (predpokladame, Ze je to stav na
prvnim misté)

<¢;¢2“.¢A|F|¢1¢2“.¢A> <¢;|F|¢1> ¢ #¢

1 1

Dvoucasticovy operdtor pusobi na jednotlivé dvojice
¢astic oddélené, jeho pusobeni na danou dvojici neni
ovlivnéno ostatnimi c¢asticemi. Dvoucdasticovy operator F je
urcen maticovymi elementy v X-representaci

xix |VIix x> = V(x;x;xaxz)
Samozrejmé v systémech identickych ¢astic je V symetrické k
zaméné oznaceni 1le-2. Pro maticovy element operatoru V mezi
dvoucdasticovymi stavy méame

V¢¢¢¢ = <¢l¢j|V|¢k¢l> =

iTjTk1

E <¢i¢j|x1x2><x1x2|V|x1x§<x1x21¢k¢l> =

Il
x ™

XV%wi(x;)«pJ(x'z)—¢i(x;)¢j<x;)]v<x;x;x1x2) x
2

vz [8,(x)8 (x)-6 (x )8 (x)] =

Zx x¢i(x;)¢j(x;)1’(x;x;x1x2) [¢k("1)¢1(X2)°¢k(xz)¢1("1)]

x’ x?
1 2 1

V systému A4 identickych ¢astic ma dvojéasticovy
operator tvar
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A .
— 4 ’ = ’ ’
V=2=3 V(Xixkxixk) + L V(xixkxixk)
i, k=1 i, k=1
i<k i#k
V maticovych elementech mezi A-¢asticovymi antisymetrickymi

stavy muZeme dvoucdasticovy operator V nahradit

= $A(4-1) Vv(x’ xzx&xz)

Pro maticovy element pak dostavame po rozlozZeni Slaterovych
determinantd podle prvnich dvou fadku

<91 0...

'Y

A

|V|¢1¢2...¢A>

=tA(4-1) L <¢ ¢ ¢A|X1X2X3...XA><X1X2|V|X1X2> X

X’x x .« .
1 1 2 A
<x1x2x3...xAI¢1¢2”.¢A> =
T prol...¢'lal, al, IX_..x < ¢ Ix'x>x'x.|VIX x> X
2777 A ¢; ¢’ 3" "7 i j 172 172 172
x?’x x’x « X j
1 1 2 2 3" A
i<j k<1
X <x1x2|¢k¢1> X_...x Ia¢ a¢ ¢ ¢ 9> =
= L <gl0...0017,, a', a', a.a, 16.6..6>
1 ¢ ¢ .9, 9 ¢j ¢, 172 7A
i<j k<1

Vidime, Ze obecné muZeme ve formalismu druhého kvantovani

dvojc¢asticovy operator psat jako

B ot _
vV = L <¢i¢j'V|¢k¢l> a¢1a¢1a¢1a¢k
i<j k<l
1 T< 0 1VIg o> at at a, a
1) e TR R e

ijkl
K urceni dvojc¢asticového operatoru nim staéi znat jeho
elementy ve Fockové prostoru s 4=2.

V' bazi nezavislych d¢astic ma dvojéasticovy operator

nenulové elementy pouze mezi stavy, které jsou identické

A
<¢1¢2...¢AIV|¢1¢2...¢A> =¥ <¢i¢klvl¢i¢k> ,

i<k
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mezi stavy, které se 1isi v obsazeni jednoho
jednoc¢asticového stavu (predpokladame, zZe je to stav na

prvnim misté)

Il
™

970 Vg > ¢! %9

1 1

¢! ¢,...8,1VI¢ 6 ..06>

i=2
nebo mezi stavy, které se 1isi v obsazeni dvou
jednodasticovych stavi (predpokladame, Ze jsou to stavy na
prvnich dvou mistech)

@ 0;...0,1V10.0,...0,> = <9 0,1V 6> {¢:0.}=(9,0,}

Hamiltonian, ktery je dan jako soucdet jednocdasticového
operatoru (kineticka energie + jednodasticovy potencial) a
dvoucdasticového operatoru (dvoucasticova interakce) ve
formalismu druhého kvantovani piSeme jako

H=1Yc¢ + + X v a*a*a a ,

aBy¥S A By
jsou prislusné maticové elementy

ap?a’p
kde eaB a VanB
jednocdasticové a dvoucdasticové ¢asti Hamiltonidnu. Je vidét,
ze Hamiltoniin komutuje s operatorem celkového poétu &astic
[H,n] =0

a ten se tedy zachovava. To nam nerika nic jiného,nez to, ZzZe
feSime kvantové-mechanickou uUlohu s danym poéten d&astic A.
Na této urovni je formalismus druhého kvantovani uzZiteénym,
ale ne nezbytnym nastrojem.

MiZeme ale zvolit i obecnéj$i postup a diagonalizovat H
v celém Fockové prostoru. Presnd diagonalizace samozfejmé
separuje stavy s ruznym celkovym podétem ¢&astic. Pri
pribliZnych postupech se ale muze ukazat, Ze je vyhodné mit
vétsi flexibilitu a mit aproximativni nebo modelovy
Hamiltonian, ktery nezachovava celkovy pocdet éastic. Vlastni
stavy takového Hamiltonidnu jsou pak superposici stava ve
Fockové prostoru s ruznym celkovym poétem ¢&astic. V
takovychto pripadech je pouziti formalismu druhého
kvantovani nezbytné. |

WICKOVA VETA
Pri pocditani maticovych elementu ve formalismu druhého

kvantovani je velmi uZitec¢na Wickova véta. Mame-1li operéator
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0 dany jako soudin kreac¢nich a anihilaénich operatoru, pak
definujeme k nému prislusny normalni soucdin :0: jako
operator, ktery se dostane =z puvodniho operatoru O
preskupenim kreaénich a anihila¢nich operatoru tak, =2Ze
vSechny kreac¢ni operatory 1lezi nalevo od anihilaénich
operatoru. Pfitom pri preskupovani predpokladame, ze vSechny

operatory spolu antikomutuji. Mame tedy

'a*a*' = a*a.r 'a*a . = aTa

oY a B o BT a B
cda_ ada,. = a_a ra a.." = —a*a
‘ayag: «3p raag: g3y

ch nebo anihilaénich)

)

Pro soucdin dvou operatoru (kreacén

operatorid A a B piSeme

AB = :AB: + 5% 7
kde vyraz oznaéeny jako ! se nazyva kontrakce operatoru 4 a
B. Plati tedy

atal =aa, =ala =o0 aal =35
a“B a“B a“B a B B

VySe uvedené vyrazy a definice miZeme zobecnit na souéiny
operatoru, které se daji rozlozit na kreac¢ni a anihiladéni
¢ast, t.j. operatory typu
A=Y xa+ya =2a2%+a"
oo ‘oo
Potom
5—% = {2 BW)
Kontrakce dvou operatoru je tedy c-¢islo.
Wickova véta rika, Ze soudin n operatord muZeme napsat
jako soucet normalnich soucdint, pricemz sc¢itame pres vSechny
mozné normalni soucdiny bez kontrakci, s jednou kontrakci, se

dvéma kontrakcemi atd., aZ s n/2 nebo (n-1)/2 kontrakcemi

AA.... A = :A4A4....4A: +
1 2 n 1 2 n
[ .. B
r :ArAz""An: + (souéiny s 1 kontrakci)
r :AIAz""An: + (soud¢iny s 2 kontrakcemi)
+ ...,
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Kontrakce jako c-¢isla muzeme v prede$Slém vyrazu presunout
pfed normalni soudiny, pritom u kazdé kontrakce musime
uvazit znaménko + nebo - podle toho, zda se dva kontrahované
operatory dostanou do sousedni pozice sudym nebo lichym
poétem permutaci. Mame tedy napriklad

AAAA = :AAAA: +
1 2 3 4 1 2 3 4
1 [ 1
+A A A A :+ AA :AA : +AA :AA:+
1 2 3 4 3 4 1 2 1 4 2 3
1 1 1
+ AA :AA:-AA :AA:- AA :AA: +
3 1 4 1 3 2 4 4 1 3

+
~
b
LS
b
+
: S
b9
£
b
|
h 9
b
-]
:

172 7374 T1Ta 273 Y13 T2Ta
Pouziti Wickovy véty wumozZnuje vyhodné pocitat maticové
elementy v mnohocdasticovych systémech. Kazdy takovyto
element se da prevést na vakuovou stredni hodnotu operatoru,
ktery je soucdinem kreac¢nich a anihilad¢nich operatoru.
Upravime-1i tento soudéin podle Wickovy véty, dostaneme
nenulovy prispévek pouze od ¢lenu, ve kterych jsou vSechny
jednotlivé operatory po dvojicich kontrahovany, protozZe
vakuova stredni hodnota jakéhokoliv normdlniho soucdinu je
nula. Mame tedy pro n liché

<0|A1A2....An|0> =0
a pro n sudé
<0la,4,....4 10> =

raa....a =
1 11 [ 1
r(-22aa....2 2
S o o | i i
1 2 3 4 n=1l n
kde v poslednim vyraze scitame pres i1<i2’ 13<i4, in_1<in a
i<i<il<...<i ~ a P je parita permutace {11,12,...1n}.

Pritom samozrejmé v praktickych vypoétech v soudtu

r A1A2""An

uvazujeme pouze ¢leny s nenulovymi kontrakcemi, t.j. s témi
v nichZz anihilaéni operator stoji napravo od kreaé¢niho
operatoru. Znaménko u kazdého ¢lenu v predchozim soucdtu

souéini nenulovych kontrakci je + nebo - podle toho, zda
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