VI. JADRO JAKO SYSTEM NEZAVISLYCH CASTIC

GLOBALNI VLASTNOSTI JADER

Vazbovou energii B(A4,Z) jadra (4,Z) definujeme jako rozdil
mezi klidovymi energiemi separovanych nukleoni a celkovou
energii jadra v zakladnim stavu

B(4,Z) = (A—Z)Mnc2+ZMpc2— E(4,Z)
Podle této konvence je vazbova energie pro stabilni jadra
kladna velicina. Rozbor experimentdalnich vazbovych energii
ukazuje, Ze vazbova energie pripadajici na jeden nukleon je pro
jadra s A>12 pomérné konstantni velicdina
B(A4,Z)/A = 8.5 MeV

Tento fakt svédéi o tom, Ze nukleon v jadfe vstupuje do
interakce jen s omezenym poétem okolnich nukleonii a Ze tento
pocet je nezavisly na A. Jinak feceno znamena to, Ze podet
nukleoni umisténych v dosahu jaderné interakce =~1.4 fm daného
nukleonu se neméni s A. Rikame, Ze dochazi k saturaci jaderné
interakce.

Efekt saturace také poskytuje kvalitativni vysvétleni
pro pozorované poloméry jader a rozdéleni hustoty nukleonu Vv
jadrech. Pro poloméry jader plati zavislost

B o~ roA1/3

Znamena to, Ze objem jadra roste 1linedrné s 4 a objem
pripadajici na jeden nukleon nezavisi na A. Za
predpokladu, Ze hustota nukleoni je konstantni uvnitf¥ objemu
jadra, je empiricka hodnota ro=1.2 fm. Podrobnéjsi analyzy
ukazuji, Ze v centrdlni oblasti je hustota konstantni a rovna
pcmwrzo.17 nukleond/fm®. Této hodnoté odpovida r0=1.12
fm. V povrchové oblasti hustota klesd z centralni hodnoty na
nulovou hodnotu vné jadra. Pritom tlousStka povrchové vrstvy je
nezavisla na A. Hustota klesda z 90% centralni hustoty na 10%
centralni hustoty na vzdalennosti t=~2.4 fm. Velmi d&asto se
pouziva pro popis hustoty Fermiho rozdéleni

1/3
r-r A

p = po[l + exp(————%———)]_1

s hodnotami p0=0.17 nukleonﬁ/fm3, ro=1.2 fm a a=0.54 fm.

Detailnéjsi popis pozorovanych vazbovych energii poskytuje
semiempiricka Weizsaekerova formule. Podle té
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zZ __ (a-22)°

_ . 2/3_
B(4,z) = ad -aa a_ 1173 a, 3 +8(4)
Nafitované hodnoty parametru ve formuli jsou (v MeV)
a =15.68 a_ =18.56 a=0.717 a =28.1
1 2 3 4

s(a) = 34 27%*

0 pro A liché
-34 A_3/4
Prvni ¢len ve formuli je objemovy <¢len vyjadfujici fakt

pro A sudé, Z sudé
pro A sudé, Z liché

saturace jadernych sil. Hodnota parametru a, je vétsSi nez vyse
diskutovana pozorovana hodnota 8.5 MeV, protoze dal3i é&leny ve
formuli davaji zaporny prispévek do celkové pozorované vazbové
energie jadra.

Druhy ¢&len se nazyva povrchovy ¢len. Vyjadfuje skuteénost,
Ze nukleony v povrchové oblasti jadra vstupuji do interakce s
méné nukleony a prispivaji méné k vazbové energii neZ nukleony v
centralni oblasti jadra. Se zvétSujicim se A relativni vyznam
povrchového ¢élenu vzhledem k objemovému ¢lenu klesi, proto aZ do
A~60 ma vazbova energie na jeden nukleon stoupajici charakter.

Pro A>60 zad¢ina hrat vyznamnou roli treti coulombicky é&len,
ktery zohlednuje elektrostatické odpuzovani protont. Jeho tvar
odpovida coulombické energii stejnomérné nabité koule s
polomérem ~2'2. Tento é&len zpusobuje pokles vazbové energie pro
A>60.

Coulombicky ¢len energeticky preferuje pfi daném A jadra s
co nejmenSim poétem protont Z. Proti tomuto efektu pUsobi &tvrty
¢len popisujici tzv. energii symetrie. Ten rika, Ze pro jadro je
energeticky vyhodné, kdyZz pocdet protont je roven poétu neutronu.
Pokud se tento pomér méni, Pauliho princip vyzZzaduje, aby
prebyte¢né neutrony (protony) obsazovaly hladiny nad Fermiho
energii, coZz vede k poklesu vazbové energie. Pro A4>60 je
stabilita jader jako funkce Z déana pfotichﬁdn?m pusobenim
coulombického ¢lenu a energie symetrie.

Rozbor vazbovych energii ukazuje, Ze na zakladé globalnich
trendu, vyjadfenych prvnimi ¢é¢tyfmi é&leny ve formuli, se vyrazné
1isi vazbové energie podle toho 2zda jadro je sudo-sudé,
liché-sudé, nebo licho-liché. Energeticky je vyhodné kdyZ pocet
nukleonu jednoho druhu je sudy. Pak vSechny tyto nukleony se po
dvojicich zparuji a daji kladny prispévek do celkové vazbové

energie. Pokud je pocet protoni nebo neutront 1lichy, zuastava
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jeden nezparovany nukleon a vazbovd energie je relativné k
sousednimu systému s sudym poc¢tem nizsi.

Na obr. jsou vyneseny experimentdlni vazbové energie spolu
z krivkou podle hmotové formule. Ta dava velmi dobré globalni
vysvétleni experimentalniho prubéhu. Poznamenejme, Ze lokalné
se ale objevuji odchylky, vztazZené =zejména ke slupkovym

efektimn.
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Figure 2 The experimental binding energies are taken from the compilation by J. H. E.
Mattauch, W. Thiele, and A. H. Wapstra, Nuclear Phys. 67, 1 (1965). The smooth curve
represents the semi-empirical mass formula, Eq. (2-12), with the constants given by A. E. S.
Green and N. A. Engler, Phys. Rev. 91, 40 (1953).
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Pri daném A se méni vazbova energie jako funkce poctu
protoni Z a podtu neutrond N. Stabilni jadra maji nejvétsi

vazbovou energii, rikame Ze lezi na 1linii stability. Jadra,

ktera lezi mimo linii stability, nejsou stabilni vzhledem k B

rozpadu, postupnymi B prechody prechazeji na 1linii stability.

Kdyz se vzdalujeme od linie stability, zmenSuji se separadéni

energie neutronu S (pfi zméné poméru N/Z ve
Sn = B(A4,Z)-B(4-1,2)

a separacni energie protonu Sp (pfi zméné poméru N/Z ve prospéch

Z)

prospéch N)

B(4,Z)-B(4-1,2z-1)

Pro jadra na linii stability je separaéni energie nukleonu

S =
P

blizka k vazbové energii na jeden nukleon. Pri vzdalovani se od

linie stability separadni energie klesda a pri urcéitém poméru N/Z

se stava nulovou. Systém neni stabilni va¢i nukleonovému

rozpadu. Jadra s nulovou nukleonovou separa¢ni energii leZi na

vné linii
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Experimentalni i teoretické takovychto

obtiZné a lezi i vné naSi definice jadra.
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Figure Z28 The B-stable nuclear species are plotted as a function of N and Z. The data are
taken from the Table of Isotopes by D. Strominger, J. M. Hollander, and G. T. Seaborg,
Rev. Mod. Phys. 30, 585 (1958).
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JADRO JAKO FERMIHO PLYN

Uréité predstavy o chovani systému mnoha nukleonl si muZeme
udélat v jednoduchém pristupu, ktery uvazuje jadra jako Fermiho
plyn, t.j. jako systém neinteragujicich fermiont. Pritom
ptedpokladame, Ze tyto fermiony jsou umistény v uréitém
prostorovém objemu, neboli, Ze hustota fermioni je fixovana
zvnéjska. Od tohoto modelu neocekavame, Ze by zachytil kompletni
dynamiku systému. Poskytuje vSak urcité predstavy, jaky vliv ma
Pauliho princip na pocditané veliciny.

Predpokladejme, Ze A nukleonu je umisténo v krychli o
stranach a. Vlnova funkce pro systém neinteragujicich fermionu
musi byt dana jako funkce modelu nezavislych ¢&astic. Pritom
jednocdasticové vlnové funkce splinuji Schroedingerovu rovnici

2
h -
>N A ® =FE?®

s okrajovymi podminkami, které pozZaduji vymizeni vlnové funkce
na hranicich krychle
®(x,y,z) =0 pro x=0, x=a
y=0, y=a
z=0, z=a
Evidentné miZeme jednocasticové funkce psat jako

® =N sin(kxx)sin(kyy)sin(kzz)xs(ms)xt(mt) 2

kde N je normaliza¢ni faktor a hodnoty impulsi jsou dany vztahy

ka=nmn ka=nmn ka=nmn
X X y y z z

kde n, n, n, jsou kladna celad ¢&isla (pro zaporna n dostavame
aZz na faze identické vlnové funkce). Jednoéasticové vlnové
funkce charakterizujeme tremi indexy a spinovou a isospinovou
projekci
@(nx,ny,nz,ms,mt)
pritom jejich energie je
h? m\3, 2, 2, 2

E(nx,ny,nz,ms,mt) = o (5) (nx+ny+nz)
\Y zakladnim stavu A4 nukleonu zaplnuje A nejnizsich
energetickych stavia , pritom pro zaplnény stav s nejvy$si
energii definujme

2 2
n. = V(n°+n°+n°)
F X y Z max

Rikame, Ze tento stav lezi na Fermiho povrchu a definujeme pro
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néj Fermiho impuls
= (T3
k. = (a) ne
a Fermiho energii

2

_h 2
€ = 711 K¢
Pro pocdet ¢&astic v systému mame
A =1 L1 =4+ L1 /
msmt nx,ny,nz>0 n2+n2+n2<n2
X y z F

2 2 2 2
n +n +n <n
X y Zz F

kde v posledni sumé jsme presli k scéitani pres trojice celych
¢isel nE{nx,ny,nz}. Pro velké A4 od sc¢itani muZeme prejit k
integraci a provést substituci
= (3y3
dn = (n) dk
s vysledkem

2

2
T

3

a,s kF 2
A=%(E)£ dk=-3- kF ;

kde jsme zavedli objem systému Q=a". Vidime, Ze v pouzitych
pribliZenich je Fermiho impuls funkci hustoty nukleonu p
A 2 3

p === k
Q 32 F
Stfedni kineticka energie na jeden nukleon je dana jako
h° kF

e

_h" , a3 2 _
<T>/A = o z(n) g k"dk /A b

vilw

Centralni jaderné hustoté 0.17 nukleona/fm’ odpovida

Fermiho impuls k%=1.35 fm™' a Fermiho energie €= 38 MeV.

Energie symetrie

Zatim jsme prepokladali, Ze ve Fermiho plynu je podet
neutroni roven poc¢tu protonu. Pri naruSeni tohoto poméru se
zméni energie systému a tuto zménu miZeme vztidhnout k energii

symetrie. PoloZme

Z =3A4(1-A)
N =$A4(1+A)
A=(N-Z)/24

Pfi této zméné se Fermiho impuls protonu zméni na
K = k_(1-3A-1/94%)
a Fermiho impuls neutronu na
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K = kF(1+=}A—1/9A2) .

kde jsme zanedbali c¢leny vyS§Sich rada v A. Zména energie tedy

je

oz B +(3)3(3 §F KPak + + I;; K’dk - ?F K2dk| =
L [ 0 0 0 ] B
N (N-2)°
= %CF A

Dostavame 2zavislost energie symetrie na A4 a Z shodnou s
zavislosti v Wiezsaeckerové formuli. Hodnota koeficientu
energie symetrie v pristupu Fermiho plynu je ~13 MeV. Znamena
to, Ze asi polovina empirické hodnoty je vysvétlena jako

dusledek Pauliho principu.

Povrchova energie

V predchozim postupu pri prechodu od sc¢itani pres trojice
pftirozenych ¢isel {nﬂzg,nz} na trojic¢ celych ¢isel jsme
uvazovali i hodnoty nx,nwr%=0. Pro tyto hodnoty je ale
jednocdasticova vlnova funkce identicky nula a musime je

vylouéit. Po prechodu k integraci misto

§¥dn
bychom spravnéji méli brat
nF nF nF nF
§°dn -§ ' dndn -§ dn dn -§ dn dn

X y y z X z
Pri prechodu do sférickych souradnic to 2znamena, 2Ze sféricky
element objemu nahradime

2 2 3

4m n°dn - 4m n°(1 'fﬁ—)dn

nebo v impulsovém prostoru
3n

2 2 _
4m k"dk - 4m kK°(1- 5ak )dk =
- 20T _S

kde jsem =zavedli povrch krychle S=6a°. Ptedchozi vyraz jsme
dostali za predpokladu, zZe systém je uzavrien v objemu Kkrychle.
Da se ale ukazat, Ze je platny i pro obecny tvar. Poditame tak
povrchové korekce.

Energie na jeden nukleon je dana jako
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k k
_ h? a3, F ,4 m S ay3, F ,2,, MW S
{IHfA = 5z $H=) g k(1- Yk /#(3) g {1t

4k Q

a + b

0 0 !

tel]17)!

Syak =

kde neuvazujeme ¢&leny vy$sSich £adu v S/Q. Pro koeficienty a a

bo mame

- 3 - 1
a4, = 5 & bo 16 k. “o

Pro celkovou povrchovou energii tak dostavame

E = b A § = b _3_.A2/3 =
surf (o] Q (o] ro
_ o 2/3
= 8ok r_ °r 4
F O

Po dosazeni hodnot pro centrdlni jadernou hustotu

dostavame

hodnotu koeficientu u povrchové energie ~9 MeV. To znamena, Ze

opét asi polovina empirické povrchové energie je vysvétlovana v

pristupu Fermiho plynu jako disledek Pauliho principu.

Pro celkovy pocdet c¢astic mame

3 i m S
a=4(3)° 7 K(1- )dk =
0

4k Q
2 3 3m S
= Q kK (1-=— =)
3n2 F 8kF Q

Stfedni hustota nukleont p=4/Q =zavisi na plose

povrchu S

uzavirajiciho objem Q, lokalni hustota nukleoni nemiZe byt tedy

uvnitf objemu Q konstantni. Detailni prubéh hustoty lze =ziskat

numericky. Ukazuje se, Ze hustota je konstantni v
¢asti objemu a v povrchové ¢asti klesa k nule. Vné
hustota samozrejmé rovna nule. Predpokladejme, Ze
hustoty na vzddlennosti od centra objemu je moZno

lichobéznikovou funkci

p(r) = P, pro rsr-t
= po.(R—r)/t pro R-t=r=R
=0 pro R=r ,

kde R je polomér objemu Q. Pro takovouto zavislost
stfedni hustotu
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p = 4n §drp(r)r® /(4/3nR’) =

= p /R [(R-£)° + R(R-(r-)°) -4 (R™-(R-t)")] =

2 - 3t 4y _ -1t S
= pl1 5p 1 = p l1-3t 5l '
kde v poslednim radku jsme zanedbali ¢leny vys$S§ich rada v S/Q.

Srovnanim s vysledkem pro Fermiho plyn dostavame

2 3
P, = k
(0] 3112 F
_  3m
t = Ix
F

Vidime, Ze hodnota kF je spojena s centralni hustotou jiz
drive diskutovanym vztahem. Pro parametr povrchové oblasti
dostavame v jaderném pripadé t=1.7 fm. To =znamena, Ze hustota
klesne z 90% centralni hustoty na 10% centrdlni hustoty na
vzdalenosti 1.4fm. Empirickd hodnota je asi dvakrat véts$i. Z
Pauliho principu vyplyv4d, Ze v obecném mnohafermionovém systému
nemiuZze hustota na hranicich objemu uzavirajiciho systém klesnot
na nulu prikre. TlouStka povrchové oblasti je spojena s hustotou

v centralni oblasti.

Coulombicka energie

Odhad pro coulombicky ¢len v Weizsaekerové fomuli muZeme
ziskat z predpokladu rovnomérného rozloZeni naboje uvnitf¥ objemu
jadra s polomérem R

2,2 2
eRz = 0.77 zun
A

Takto ziskany odhad je blizky k empirické hodnoté.

_ 3
5

coul

Fermiho plyn s periodickymi podminkami

Pri dalsim vykladu bude vyhodné neuvazovat povrchové efekty
v modelu Fermiho plynu. Na takovyto systém je moZno pohliZet
jako na systém fermionu uzavrenych v krychli o stranidch 2a a se
stfedem v pocatku. Jednocdasticové vlnové funkce jsou kvantovany
poZzadavkem periodicity na hranicich krychle

®(-a,y,z) = ®(a,y, z) ®'(-a,y,z) = o'(a,y,z)

a podobné pro y=ta, z=ta. Jednodasticové vlnové funkce tedy jsou

. . .
® —<rsztz|kngmt> —-TRT—-exp(lk.r)xs(ms)xt(mt) >
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kde pro k mame

k ={k,k k}=21{n,n n} i
X y, z a x' 'y, z

nx,ny,nz jsou celd ¢isla. Mame tedy v periodickém systému
osmkrat vice stavai neZz byl podet stavu v dfive zkoumaném systému
s nulovymi okrajovymi podminkami, navic jsou zahrnuty i stavy
s nx,ny,nz=0, jejichZz vyloudeni v predchozim vykladu vedlo k
povrchovym efektum. Systém je omezen na objem 8a’.

Vlnova funkce mnohacdasticového systému je Slateruv
determinant sloZeny z jednodasticovych funkci &. Snadno se
presvédc¢ime, Ze pro systém s periodickymi podminkami je hustota
uvnitf objemu konstantni, pritom vztah mezi hustotou a
maximalnim Fermiho impulsem je uZz dfive diskutovany

2k3
2 °F

p =
3n

JEDNOCASTICOVY POTENCIAL

V pripadé modelu Fermiho plynu ve sférickém objemu jsou
nukleony uzavfeny VvV nekonec¢né hluboké pravodhlé potencidlové
jamé. Tato idealizace nedovoluje separaci nukleonl ze systému. V
realistickém pristupu md jama, ve které se nukleony pohybuji,
konecnou hloubku U (uvaZujeme hloubku U jako zaporné ¢islo). Tu
muZzeme odhadnout z poZadavku, aby separaé¢ni energie S nukleonu na
Fermiho hladiné odpovidala empirické hodnoté. Mame

-U = 8F+S = 46 MeV

Tento odhad skuteéné odpovida hodnotam z detailnéjsich analyz. V
takovémto jednoduchém pristupu pak ale nedokdZeme vysvétlit
stfedni vazbovou energii na jeden nukleon. Pro tu by platilo

B/A = <KT>/A +<U> =

wilw

8F+U = —-23 MeV

Vv rozporu s empirickou hodnotou.

Jednoéasticovy potencial bude funkci jednocdasticové
souradnice r, impulsu p a spinu 7. PoZadujeme-1i, aby potencial
vyhovoval poZadavkim invariance (sférickd symetrie, parita),
bude obecny tvar potencidlu dan jako soudet centralni a
spin-orbitdlni ¢asti

U = U;(r,p) + U“(r,p) l.0 ,

kde 1=(rxp)/h.

Jednocasticovy potencidl je dan pusobenim ostatnich nukleonu
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v jadre na dany nukleon. Na zakladé jednoduchych uvah muzZeme
kvalitativné odhadnout prubéh radialniho tvaru centralni dasti
potencidlu. Protoze polomér jadra (pro A>12) je vétSi nez dosah
nukleon-nukleonové interakce, muzeme ocekavat, Ze v centralni
oblasti jadra sily , kterymi pusobi okolni nukleony na dany
nukleon, se vystrfeduji a celkové na nukleon nepusobi Zadna sila.
Jinak redeno pri posunu nukleonu v centrdlni ¢asti se z hlediska
okoli nukleonu nic nezméni a potencidal je v centralni c¢asti

konstantni
dUc/dr =0 U_ = konst pro r<R-t

V povrchové oblasti jadra dany nukleon je vice pritahovan do
stfedu jadra, protoze tam je hustota pritahujicich okolnich

nukleonu vétSi nez ve sméru ven z jadra
dUc/dr > 0 pro R-t<r<R+t

V oblasti mimo jadro jde hustota nukleoni k nule a sila
pusobici na dany nukleon je nulova

U =0 pro R+t<Lr

c
Vidime, Ze prubéh centralniho jednoc¢asticového potencialu
kopiruje jadernou hustotu. Velmi c¢asto se pro centralni
potencial bere Woods-Saxonuv tvar (funkcionalné shodny s Fermiho
rozdélenim hustoty)

1/3
r-r'OCA -1
u_ = Ub[l + exp(-———?;——-) ] U <0
(o}
Podobné avahy plati i pro spin-orbitalni ¢ast

jednocdasticového potencidlu. Vné jadra je nulova

u =20 pro R+t<r

ls

a v centralni oblast konstantni

Uls = konst pro r<R-t

Podle toho, zda tato konstanta je kladnd nebo zaporna, mél by
nukleon vétSi energii ve stavu, kdy jeho spin by byl orientovan
paralelné nebo antiparalelné k jeho Uhlovému momentu. To ale by
znamenalo, zZe nukleon citi v centralni oblast silu, ktera se jej
snazi polarizovat. Ta je ale v rozporu s tim, Ze spiny okolnich
nukleonu jsou vystrfedovany na nulu. Musi byt tedy spin-orbitalni

potencial nulovy i v centrdalni oblasti jadra
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