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1 Dráhový integrál v kvantové mechanice

1.1 De�nice dráhového integrálu

Zavedení formalismu dráhového integrálu v kvantové teorii se datuje do roku 1948, kdy byl pu-

blikován fundamentální Feynmanùv èlánek nazvaný \Space-time approach to non-relativistic

quantum mechanics"[1]. Hlavní ideou bylo reprezentovat kvantovìmechanickou amplitudu

pravdìpodobnosti pøechodu systému mezi dvìma klasickými kon�guracemi x

0

a x

00

za èas T

jako sumu amplitud pravdìpodobností od jednotlivých klasických trajektorií se za�xovaným

poèáteèním a koncovým bodem ve tvaru

K(x

00

;x

0

;T ) =

X

x(0)=x

0

;x(T )=x

00

exp

i

�h

S[x(t)]; (1)

kde S[x(t)] je klasická akce jako funkcionál klasické trajektorie x(t), a sumu na pravé stranì

tohoto výrazu interpretovat jako integrál na prostoru klasických trajektorií v kon�guraèním

prostoru s nìjakou mírou Dx(t). Sám Feynman brzy nalezl uplatnìní této idey v rozlièných

dal¹ích odvìtvích kvantové fyziky: v kvantové elektrodynamice (zde byla dùle¾itým prostøed-

kem pro odvození relativisticky kovariantních Feynmanových pravidel) v teorii supratekutosti,

v pevných látkách [2, 3]. Do ¹ir¹ího povìdomí pronikl dráhový integrál po kni¾ním publikování

Hibbsových zápiskù Feynmanových pøedná¹ek [4] o alternativní konstrukci kvantové mecha-

niky vystavìné primárnì na dráhovém integrálu, bez pou¾ití operátorového formalismu jako

východiska. Postupnì se stal mocným nástrojem pro analýzu mnohých fyzikálních systémù,

výhodným pro získání globálních neporuchových vlastností, kvaziklasického pøiblí¾ení i pøí-

moèarého generování poruchových rozvojù. Zatímco v kvantové teorii pole je dráhový integrál

(v této souvislosti standardnì nazývaný jako funkcionální pøípadnì kontinuální integrál) de-

�nován spí¹e operacionalisticky a intuitivnì (sadou pravidel jak s ním zacházet), v kvantové

mechanice ho lze rigoróznì de�novat a zejména v posledních deseti letech byla spoètena øada

netriviálních dráhových integrálù [5], co¾ umo¾nilo sestavit tabulku \elementárních" dráho-

vých integrálù a vypracována øada transformaèních pravidel, v nìkterých pøípadech dovolující

pøevést daný integrál na \tabulkový".

Zaènìme s de�nicí dráhového integrálu v kvantové mechanice. Uva¾ujme pro jednoduchost

jednoèásticový systém v d-dimenzionálním prostoru s hamiltoniánem

H =

^
p

2

2m

+ V (
^
x): (2)

Evoluèní operátor pro tento systém je

U(T ) = exp(�

i

�h

HT ): (3)

Jádro tohoto operátoru má význam amplitudy pravdìpodobnosti pøechodu systému ze stavu

s ostrou hodnotou souøadnice jx

0

i do stavu jx

00

i za èas T . V dal¹ím se pokusíme reprezentovat

toto jádro sumou pøíspìvkù klasických trajektorií (1), tj. Feynmanovým dráhovým integrálem.

Pi¹me formuli (3) ve tvaru

1

1

Poznamenejme, ¾e pro omezené operátory na Hilbertovì prostoru platí tzv. Lieova formule exp(A+B) =

lim

n!1

�

exp(

A

n

) exp(

B

n

)

�

n

ve smyslu konvergence v normì. Podobná formule platí i pro neomezené ope-

rátory. Lze napø. dokázat, ¾e pro v podstatì samosdru¾ené zdola omezené operátory H

0

a V pro nì¾ je

operátor H = H

0

+ V v podstatì samosdru¾ený platí ve smyslu silné operátorové limity exp(�H) =

lim

n!1

(exp(�H

0

=n) exp(�V=n))

n

, [6].
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U(T ) =

�

exp(�

i

�h

H

T

n

)

�

n

=

 

exp(�

i

�h

^
p

2

2m

T

n

) exp(�

i

�h

V (
^
x)

T

n

)

!

n

+O(

1

n

): (4)

Pro jádro evoluèního operátoru K(x

00

;x

0

;T ) = hx

00

jU(T )jx

0

i v x-reprezentaci tedy máme

K(x

00

;x

0

;T ) = hx

00

j

 

exp(�

i

�h

^
p

2

2m

T

n

) exp(�

i

�h

V (
^
x)

T

n

)

!

n

jx

0

i+O(

1

n

)

=

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n�1

hx

00

je

�

i

�h

^

p

2

2m

T

n

e

�

i

�h

V (

^

x)

T

n

jx

n�1

i : : : hx

1

je

�

i

�h

^

p

2

2m

T

n

e

�

i

�h

V (

^

x)

T

n

jx

0

i

+O(

1

n

); (5)

kde jsme (n� 1)-krát vlo¾ili úplný systém vlastních stav�u operátoru souøadnice

^
xjxi = xjxi;

Z

d

d

xjxihxj = 1; hxjyi = �

(d)

(x� y): (6)

Vlo¾ením úplného systému vlastních stav�u operátoru impulsu

^
pjpi = pjpi;

Z

d

d

pjpihpj = 1; hxjpi =

1

(2��h)

d=2

exp(

i

�h

p � x) (7)

dostáváme

hx

j

je

�

i

�h

^

p

2

2m

T

n

e

�

i

�h

V (

^

x)

T

n

jx

j�1

i =

Z

d

d

p

j

exp(�

i

�h

(

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

)hx

j

jp

j

ihp

j

jx

j�1

i

=

Z

d

d

p

j

(2��h)

d

exp(

i

�h

p

j

� (x

j

� x

j�1

)�

i

�h

(

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

):

(8)

Celkem tedy máme pro jádro evoluèního operátoru, provedeme-li limitu pri n!1,

K(x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

Z

d

d

p

n

(2��h)

d

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

p

j

d

d

x

j

(2��h)

d

1

A

exp(

i

�h

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)� (

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

)); (9)

kde jsme oznaèili x

0

= x

0

a x

n

= x

00

. Tato formule je jednou z forem hledané reprezentace

dráhovým integrálem. Na pravou stranu této formule lze nahlí¾et jako na de�nici tohoto

integrálu na prostoru trajektorií ve fázovém prostoru, pro který se v¾ilo standardní znaèení

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)Dp(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(p �
_
x�H)

!

: (10)

Tento výraz pøipou¹tí názornou fyzikální interpretaci

2

. V rámci klasické mechaniky je stav

systému popsán bodem ve fázovém prostoru s kanonickými souøadnicemi (x;p). Dynamika je

pak odvozena z principu nejmen¹í akce

2

Následující øádky neobsahují rigorózní tvrzení, spí¹e jen intuitivní pohled na formuli(9).
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�S(x

00

;x

0

;T ) = �

Z

T

0

dt (p �
_
x�H) = 0; x(0) = x

0

; x(T ) = x

00

: (11)

Pro po èástech konstantní testovací trajektorii v p

p(t) = p

j

pro

j � 1

n

T < t <

j

n

T (12)

a po èástech lineární testovací trajektorii v x

x(t) = x

j�1

+

n

T

(x

j

� x

j�1

)(t�

j � 1

n

T ) pro

j � 1

n

T < t <

j

n

T; (13)

kde opìt x

0

= x

0

a x

n

= x

00

, je funkcionál akce

S(x

00

;x

0

;T ) =

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)� (

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

+O((

T

n

)

2

)): (14)

Poslední výraz je s pøesností O((

T

n

)) ( a a¾ na koe�cient

i

�h

) toto¾ný s výrazem stojícím v expo-

nenciále integrandu (9). Libovolnou spojitou trajektorii ve fázovém prostoru lze aproximovat

trajektorií (12,13), výraz (14) lze pak chápat jako Riemanovu integrální sumu aproximující

funkcionál akce �gurující v dynamickém principu nejmen¹í akce (11). Integraci v aproxima-

tivním výrazu pro jádro evoluèního operátoru

K

n

(x

00

;x

0

;T ) =

Z

d

d

p

n

(2��h)

d

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

p

j

d

d

x

j

(2��h)

d

1

A

exp(

i

�h

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)� (

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

)); (15)

lze tedy chápat jako sumu pøíspìvkù klasických trajektorií typu (12,13), které zaèínají v

x(0) = x

0

a konèí v x(T ) = x

00

, do kvantovìmechanické amplitudy pravdìpodobnosti (9)

pøechodu ze stavu jx

0

i do stavu jx

00

i za èas T . Pøitom pøíspìvek ka¾dé takové trajektorie je

v absolutní hodnotì stejný (to Feynman nazývá principem ekvivalence trajektorií), li¹í se jen

fází, která je dána klasickou akcí v jednotkách �h. V limitì n ! 1 jsou pak zapoèteny pøí-

spìvky v¹ech trajektorií, aproximovatelných trajektoriemi (12,13). Výraz (15) pak pøipomíná

Riemanovu integrální sumu pro integrál na prostoru fázových trajektorií. To je motivací pro

oznaèení

3

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)Dp(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(p �
_
x�H)

!

: (16)

Výraz (9) lze je¹tì upravit na tvar bli¾¹í pùvodní Feynmanovì formuli (1). S vyu¾itím

vztahu pro gaussovskou integraci

Z

1

�1

dx

2�

exp

�

�

1

2

ax

2

+ bx

�

=

�

1

2�a

�

1=2

exp

 

b

2

2a

!

(17)

3

Znovu poznamenejme, ¾e dráhový integrál, vystupující na pravé stranì výrazu (16) je de�nován limitou

Riemanových sum (15).
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dostaneme

Z

d

d

p

(2��h)

d

exp(

i

�h

(�

p

2

2m

T

n

+ p ��x)) =

�

nm

2�i�hT

�

d=2

exp

�

i

�h

m�x

2

n

2T

�

: (18)

Odtud dostáváme vyjádøení jádra evoluèního operátoru pomocí dráhového integrálu na pro-

storu trajektorií v kon�guraèním prostoru

K(x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

Z

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

exp

i

�h

n

X

j=1

�

m(x

j

� x

j�1

)

2

n

2T

� V (x

j�1

)

T

n

�

; (19)

ve v¾itém standardním znaèení s (neexistující) funkcionální mírou Dx(t)

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(m

_
x(t)

2

2

� V (x(t)))

!

: (20)

Toto je pùvodní Feynmanova formule odpovídající reprezentaci (1).

V kvantové mechanice je tedy dráhový integrál de�nován jako limita koneènomìrných

integrálù z výrazù, které formálnì pøedstavují \diskrétní aproximace" integrandu (16) resp.

(20). Tyto diskrétní aproximace se obdr¾í nahrazením (jednorozmìrného) èasového kontinua

(0; T ) sadou \møí¾ových bodù" f0; T=n; : : : ; j(T=n); : : : n(T=n)g a nahrazením (spojitì) ne-

koneèného poètu integraèních promìnných x(t) koneènì mnoha promìnnými - hodnotami

x(j(T=n)) v møí¾ových bodech. Tato formální konstrukce se pøená¹í i do kvantové teorie pole,

kde slou¾í k formulaci teorie na prostoroèasové møí¾i.

1.2 Diskrétní aproximace a operátorové uspoøádání

Diskrétní aproximace (15, 19) dráhového integrálu byly odvozeny za pøedpokladu, ¾e hamil-

tonián (2) systému mìl tvar

H =

^
p

2

2m

+ V (
^
x); (21)

ve kterém byla separována závislost na operátorech impulsu a souøadnice. U¾itím formule (8)

jsme pak obdr¾eli pøibli¾ný propagátor pro in�nitesimální èasy

K(x

j

;x

j�1

;

T

n

) �

Z

d

d

p

j

(2��h)

d

exp(

i

�h

p

j

� (x

j

� x

j�1

)�

i

�h

(

p

2

j

2m

+ V (x

j�1

))

T

n

): (22)

V pøípadì obecnìj¹ího hamiltoniánu H(
^
p;

^
x), pro který tato separace není mo¾ná, je tøeba

být obezøetnìj¹í. Pøedpokládejme napøíklad, ¾e hamiltoniám upravíme u¾itím kanonických

komutaèních relací na tvar, v nìm¾ v¹echny operátory
^
p stojí nalevo od operátorù

^
x (tzv. px-

uspoøádání) a oznaème takto upravený hamiltonián H

px

(
^
p;

^
x). Potom obdr¾íme následující

analog formule (22)

K(x

j

;x

j�1

;

T

n

) = hx

j

j exp(�

i

�h

H(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i

= hx

j

j exp(�

i

�h

H

px

(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i
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� hx

j

j(1�

i

�h

H

px

(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i

=

Z

d

d

p

j

hx

j

jp

j

ihp

j

j(1�

i

�h

H

px

(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i

=

Z

d

d

p

j

(1�

i

�h

H

px

(p

j

;x

j�1

)

T

n

)hx

j

jp

j

ihp

j

jx

j�1

i

�

Z

d

d

p

j

(2��h)

d

exp(

i

�h

p

j

� (x

j

� x

j�1

)�

i

�h

H

px

(p

j

;x

j�1

)

T

n

);

(23)

který pak lze pou¾ít ke konstrukci dráhového integrálu

4

stejným postupem jako v pøedchozí

podkapitole

5

K(x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

Z

d

d

p

n

(2��h)

d

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

p

j

d

d

x

j

(2��h)

d

1

A

exp(

i

�h

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)�H

px

(p

j

;x

j�1

)

T

n

)): (24)

Je-li v¹ak závislost na impulsech jiná ne¾ kvadratická, nelze obecnì vyintegrováním pøejít k

dráhovému integrálu na prostoru trajektorií v kon�guraèním prostoru ve tvaru analogickém

(19).

V¹imnìme si, ¾e v exponentu výrazu (24) stojí nikoliv klasický hamiltonián H(p;x), ale

tzv. px-symbol operátoru H(
^
p;

^
x), tj. funkce H

px

(p;x) který mù¾e obsahovat \kvantové ko-

rekce" úmìrné positivním mocninám �h.

Podobnì, úpravou hamiltoniánu do tzv xp-formy, kde v¹echny operátory
^
p stojí napravo

od operátorù
^
x, obdr¾íme

K(x

j

;x

j�1

;

T

n

) = hx

j

j exp(�

i

�h

H(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i

= hx

j

j exp(�

i

�h

H

xp

(
^
p;

^
x)

T

n

)jx

j�1

i

� hx

j

j1�

i

�h

H

xp

(
^
p;

^
x)

T

n

jx

j

� 1i

=

Z

d

d

p

j

hx

j

j1�

i

�h

H

xp

(
^
p;

^
x)

T

n

jp

j

ihp

j

jx

j�1

i

=

Z

d

d

p

j

(1�

i

�h

H

xp

(p

j

;x

j

)

T

n

)hx

j

jp

j

ihp

j

jx

j�1

i

�

Z

d

d

p

j

(2��h)

d

exp(

i

�h

p

j

� (x

j

� x

j�1

)�

i

�h

H

xp

(p

j

;x

j

)

T

n

);

(25)

odkud

K(x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

Z

d

d

p

n

(2��h)

d

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

p

j

d

d

x

j

(2��h)

d

1

A

exp(

i

�h

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)�H

xp

(p

j

;x

j

)

T

n

)): (26)

4

Poznamenejme, ¾e v tomto pøípadì nemáme k dispozici rigorózní tvrzení typu Lieovy formule, proto není

apriori zøejmé, zda èleny øádu O(

1

n

2

) lze beztrestnì zanedbat.

5

Ve speciálním pøípadì hamiltoniánu (21) dostaneme opìt formuli (15).

6



Na rozdíl od pøedchozího nyní stojí v exponentu místo klasického hamiltoniánu tzv. xp-symbol

operátoru H(
^
p;

^
x).

V¹imnìme si také, ¾e v pøípadì px-uspoøádání se li¹í \èasové"indexy trajektorií p(t) a

x(t), které se dosazují do px-symbolu v dráhovém integrálu, zatímco v pøípadì xp-uspoøádání

nikoliv. Chápeme-li p

j

jako hodnotu trajektorie p(t) v èase t

j

= (j � 1=2)T=n a x

j

jako hod-

notu trajektorie x(t) v èase t = jT=n, potom v px-symbolu èasový argument x(t) pøedchází

a v xp-symbolu následuje èasový argument trajektorie p(t). Proto se nìkdy formální spojitá

limita diskrétního výrazu (24) pí¹e ve tvaru

6

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)Dp(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(p(t) �
_
x(t)�H

px

(p(t);x

�

(t))

!

(27)

a podobnì pro spojitou limitu (26)

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)Dp(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(p(t) �
_
x(t)�H

xp

(p

�

(t);x(t))

!

; (28)

kde jsme zavedli oznaèení f

�

(t) = f(t� 0).

Ne¾ postoupíme dále, uveïme jednoduchý pøíklad - interakci nabité bezspinové èástice s

vnìj¹ím elektromagnetickým polem, popsaným vektorovým potenciálem

7

A

�

(x) = (�(x);A(x)).

Pøíslu¹ný hamiltonián má tvar

H =

(
^
p� eA(

^
x))

2

2m

+ e�(
^
x)

=

^
p

2

2m

�

e

2m

(
^
p �A(

^
x) +A(

^
x) �

^
p) +

e

2

2m

A

2

(
^
x) + e�(

^
x): (29)

Odtud pomocí vztahu

[p̂

j

; A

k

(
^
x)] = �i�hr

j

�A

k

(
^
x)

snadno odvodíme px- a xp-symboly:

H

px

(p;x) =

p

2

2m

�

e

m

p �A(x) +

e

2

2m

A

2

(x) + e�(x)�

ie�h

2m

(r �A)(x);

(30)

H

xp

(p;x) =

p

2

2m

�

e

m

p �A(x) +

e

2

2m

A

2

(x) + e�(x) +

ie�h

2m

(r �A)(x):

(31)

Dosazením do vztahù (24, 26) a vyintegrováním pøes zobecnìné impulsy

8

dostaneme pro

jádro evoluèního operátoru dvì ekvivalentní reprezentace dráhovým integrálem na prostoru

6

Úvahu lze také obrátit: pokud u¾ijeme pro jádro evoluèního operátoru reprezentaci (24) s klasickým hamil-

toniánem H(p;x) =

P

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

h

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

p

i

1

: : : p

i

n

x

j

1

: : : x

j

n

, znamená to, ¾e jsme pou¾ili kvanto-

vací pøedpis, kdy tomuto

hamiltoniánu je pøiøazen operátor H

px

(
^
p;

^
x) =

P

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

h

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

p̂

i

1

: : : p̂

i

n

x̂

j

1

: : : x̂

j

n

, zatímco

pou¾ijeme-li s tým¾ klasickým hamiltoniánem reprezentaci (26), kvantujeme pomocí pøedpisu H

xp

(
^
p;

^
x) =

P

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

h

i

1

;:::;i

n

;j

1

;:::;j

m

x̂

j

1

: : : x̂

j

n

p̂

i

1

: : : p̂

i

n

.

7

Pro jednoduchost pøepokládejme, ¾e vnìj¹í pole nezávisí na èase.

8

Integrace je opìt gaussovská.

7



trajektorií v kon�guraèním prostoru

K(x

00

;x

0

;T ) = lim

n!1

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

Z

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

exp

i

�h

S

n

�

;

kde

S

n

�

=

n

X

j=1

 

m(x

j

� x

j�1

)

2

2T=n

+ eA(x

j�1

) � (x

j

� x

j�1

)� (e�(x

j�1

)�

ie�h

2m

(r �A)(x

j�1

))

T

n

!

;

(32)

a podobnì

S

n

+

=

n

X

j=1

 

m(x

j

� x

j�1

)

2

2T=n

+ eA(x

j

) � (x

j

� x

j�1

)� (e�(x

j

) +

ie�h

2m

(r �A)(x

j

))

T

n

!

:

(33)

Zde S

n

�

je diskrétní aproximace akce na fázovém prostoru, odpovídající px a xp uspoøádání.

Pøicházíme zde ke zdánlivému paradoxu. Provedeme-li toti¾ formální limitu n ! 1 a

budeme-li chtít zapsat dráhový integrál \spojitì" v analogii s (20) obdr¾íme

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)e

i

�h

R

T

0

dt(m

_

x(t)

2

2

+eA(x(t))�

_

x(t)�e�(x(t))�

ie�h

2m

(r�A)(x(t)))

; (34)

tedy nejednoznaèný výsledek! To je ilustrace faktu, ¾e \spojitý" výraz typu (20) nemá sám o

sobì dobrý smysl a je ho tøeba brát v¾dy jen jako symbolický zápis pro formule typu (32, 33).

Pokud tedy chceme s takovými symbolickými formulemi pracovat, je tøeba podobnì jako v

pøípadì integrálu na prostoru fázových trajektorií vyznaèit poøadí èasových argumentù funkcí

x(t) a
_
x(t) a psát

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)e

i

�h

R

T

0

dt(m

_

x(t)

2

2

+eA(x(t))�

_

x

�

(t)�e�(x(t))�

ie�h

2m

(r�A)(x(t)))

: (35)

V dal¹í podkapitole uvidíme, jak lze pochopit kompatibilitu obou tìchto reprezentací jako

vlastnost trajektorií na nich¾ je soustøedìna \míra" odpovídající dráhovému integrálu.

Formule (35) má nevýhodu v tom, ¾e u¾ na \klasické" úrovni obsahuje \kvantovou korek-

ci", k jejímu¾ odvození je tøeba znát kvantový hamiltonián. Lze si klást otázku, zda neexistuje

jiné vhodné uspoøádání \èasových" indexù v diskrétní aproximaci klasické akce, které by se

bez kvantových korekcí obe¹lo. Øe¹ením pro ná¹ pøíklad je tzv. mid-point prescription, spojené

s tzv. Weylovým uspoøádáním nekomutujících operátorù

K(x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

Z

d

d

p

n

(2��h)

d

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

p

j

d

d

x

j

(2��h)

d

1

A

exp(

i

�h

n

X

j=1

(p

j

� (x

j

� x

j�1

)�H

W

(p

j

;
�
x

j

)

T

n

)); (36)

kde
�
x

j

= (x

j

+ x

j�1

)=2 a H

W

(p;
�
x) je tzv. Weylùv symbol kvantového hamiltoniánu. Ten

odpovídá symetrickému uspoøádání nekomutujících operátorù
^
p a

^
x. V na¹em pøíkladu je

H

W

(p;x) =

p

2

2m

�

e

m

p �A(x) +

e

2

2m

A

2

(x) + e�(x); (37)
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tedy Weylùv symbol je toto¾ný s klasickým hamiltoniánem. Kon�guraèní dráhový integrál je

pak

K(x

00

;x

0

;T ) = lim

n!1

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

Z

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

exp

i

�h

S

n

W

;

kde diskrétní aproximace akce odpovídající Weylovu uspoøádání je

S

n

W

=

n

X

j=1

 

m(x

j

� x

j�1

)

2

2T=n

+ eA(
�
x

j

) � (x

j

� x

j�1

)� e�(
�
x

j

)

T

n

!

:

(38)

Ve spojité formì

K(x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)e

i

�h

R

T

0

dt(m

_

x(t)

2

2

+eA(

�

x(t))�

_

x(t)�e�(

�

x(t)))

: (39)

Kompatibilitu s pøedchozími formami budeme ilustrovat v následující podkapitole.

1.3 Wienerova míra

Jak ji¾ bylo øeèeno, formální míra Dx(t) neexistuje v matematicky rigorózním smyslu. Pøesto

lze celý formalismus pøeformulovat tak, ¾e dráhový integrál je integrálem s dobøe de�novanou

mírou na prostoru spojitých funkcí. Prvním krokem je tzv. Wickova rotace, tj. analytické

prodlou¾ení jádra evoluèního operátoru do imaginárního èasu, T ! �i�h� . Fyzikálnì to odpo-

vídá pøechodu k matici hustoty kanonického Gibbsova souboru �(x

0

;x

00

;�) s inverzní teplotou

� = � = 1=kT , kde nyní T je absolutní teplota a k je Boltzmanova konstanta. Zopakováním

pøedchozího postupu dospìjeme k následující reprezentaci

K(x

00

;x

0

;�i�h�) = �(x

0

;x

00

; �) = hx

00

j exp(�H�)jx

0

i =

Z

x(�)=x

00

x(0)=x

0

Dx(t) exp

 

�

Z

�

0

dt(m

_
x(t)

2

2�h

2

+ V (x(t)))

!

: (40)

V¹imnìme si, ¾e poslední výraz se li¹í od (20) náhradou oscilující exponenciály exponeciálou

klesající (pro potenciál V (x) zdola ohranièený), co¾ zlep¹uje vlastnosti konvergence dráho-

vého integrálu. Tento postup se pøená¹í i do teorie pole, odpovídá pøechodu z Minkowského

prostoroèasu do Euklidova prostoru. Míra Dx(t) sice opìt neexistuje, existuje v¹ak míra

9

for-

málnì de�novaná formulí

10

(Pro zjednodu¹ení zápisu od této chvíle a¾ do konce podkapitoly

9

Jako¾to míra na prostoru spojitých funkcí na intervalu (0; � ) splòujících podmínky x(0) = x

0

;x(�) = x

00

,

spoèetnì aditivní na �-algebøe borelovských podmno¾in.

10

Zcela analogicky lze zavést Wienerovu míru na trajektoriích spojitých na intervalu (t

0

; t

00

) splòujících

podmínky x(t

0

) = x

0

;x(t

00

) = x

00

, formulí

dW (x

0

;x

00

; t

00

; t

0

) = Dx(t) exp

 

�

Z

t

00

t

0

dt

M
_
x(t)

2

2

!

;

jediná zmìna v následujících de�nicích spoèívá v polo¾ení t

0

= t

0

a t

n

= t

00

. V nìkterých výpoètech budeme z

dùvodù symetrie výsledných výrazù pou¾ívat tuto \èasovì posunutou" míru.

9



klademe m=�h

2

=M .)

dW (x

0

;x

00

; �) = Dx(t) exp

 

�

Z

�

0

dt

M
_
x(t)

2

2

!

; (41)

na prostoru funkcíW spojitých na (0; �), spojujících body x

0

a x

00

. Tato tzv. Wienerova míra

byla známá pøibli¾nì dvacet let pøed Feynmanovou prací [1] a pou¾ívaná v teorii difuzních

procesù

11

.

Naznaème, jak lze tuto míru rigoróznì de�novat. Základními mno¾inami, jejich¾ míra je

de�nována, jsou tzv. cylindrické mno¾iny, urèené sadou bodù t

0

= 0 < t

1

< : : : < t

j

<

: : : < t

n

= �; j = 1; : : : ; n � 1 a intervalù I

j

. Pøíslu¹ná cylindrická mno¾ina je pak urèena

podmínkou

M(ft

j

g; fI

j

g) = fx(t)jx(t

j

) 2 I

j

; j = 1; : : : ; n� 1g (42)

Míra takovéto mno¾iny je pak podle de�nice

W (x

0

;x

00

; �)(M(ft

j

g; fI

j

g)) =

Z

M(ft

j

g;fI

j

g)

dW (x

0

;x

00

; �)

=

 

n�1

Y

i=1

Z

I

i

d

d

x

i

!

n

Y

j=1

 

M

2�(t

j

� t

j�1

)

!

d=2

exp

 

�

M(x

j

� x

j�1

)

2

2(t

j

� t

j�1

)

!

; (43)

kde x

0

= x

0

a x

n

= x

00

. De�nujeme-li

W (x

0

;x

00

; �)(W) =

�

M

2��

�

d=2

exp

 

�

M(x

00

� x

0

)

2

2�

!

; (44)

jsou tyto de�nice konsistentní díky semigrupové podmínce platné pro jádro matice hustoty

hx

00

j exp

 

�(� � �)

^
p

2

2�h

2

M

!

jx

0

i =

�

M

2�(� � �)

�

d=2

exp

 

�

M(x

00

� x

0

)

2

2(� � �)

!

:

Roli jednoduchých funkcí, jejich¾ integrál lze spoèítat, hrají koneèné lineární kombinace cha-

rakteristických funkcí cylindrických mno¾in a jejich limity, tzv. cylindrické funkce. To jsou

fakticky funkce pouze koneènì mnoha funkèních hodnot funkce x(t):

F [x(t)] = f(x(t

1

);x(t

2

); : : : ;x(t

n�1

)): (45)

Integrál takové funkce je pak

Z

dW (x

0

;x

00

; �)F [x(t)] =

 

Z

n�1

Y

i=1

d

d

x

i

!

n

Y

j=1

 

M

2�(t

j

� t

j�1

)

!

d=2

exp

 

�

M(x

j

� x

j�1

)

2

2(t

j

� t

j�1

)

!

f(x(t

1

); : : : ;x(t

n�1

)) (46)

Diskrétní aproximace dráhového integrálu (40) pak odpovídá aproximaci integrovatelné funkce

F [x(t)] = exp

�

�

Z

�

0

dtV (x(t))

�

11

Poznamenejme, ¾e analogická míra Dx(t) exp

�

i

�h

R

T

0

dt

m

_

x(t)

2

2

�

neexistuje. Dùvodem je právì oscilující

komplexní exponenciála.

10



cylindrickou funkcí

F

n

[x(t)] = exp

0

@

�

n�1

X

j=1

V (x(j(�=n)))(�=n)

1

A

:

Pro spojité funkce V (x) a x(t) konvergují tyto cylindrické funkce k integrandu F [x(t)], tak¾e

ve smyslu integrálu s Wienerovou mírou máme

K(x

00

;x

0

;�i�h�) =

Z

dW (x

0

;x

00

; �) exp

�

�

Z

�

0

dtV (x(t))

�

: (47)

Tato formule se v této souvislosti nazývá Feynmanovou-Kacovou formulí. Fakt, ¾e tento in-

tegrál existuje

12

ve smyslu teorie míry umo¾òuje zacházet s ním podle pravidel platných pro

obyèejné integrály

13

.

Uveïme nìkolik poznámek k vlastnostem Wienerovy míry. Pravá strana \de�nice" (41)

vznikla formálním limitním pøechodem

lim

n!1; t

j

�t

j�1

=�=n

0

@

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

 

M

2�(t

j

� t

j�1

)

!

d=2

1

A

e

�

P

n

j=1

M(x(t

j

)�x(t

j�1

))

2

2(t

j

�t

j�1

)

; (48)

av¹ak ani jeden z faktorù nemá dobøe de�novanou limitu pro n!1, t

j

� t

j�1

= �=n pro

obecnou spojitou funkci x(t). Proto nelze spoléhat na intuici a odvozovat vlastnosti Wienerovy

míry z této symbolické formule.

Uka¾me dva pøíklady, kdy dochází k rozporùm mezi intuitivním chápáním Wienerova

integrálu a jeho rigorózními vlastnostmi ve smyslu teorie míry. Pøíklady jsou instruktivní i z

toho dùvodu, ¾e ilustrují postupy pou¾ívané pro integraci jednoduchých cylindrických funkcí

a umo¾òují získat \kvantovì mechanickou" intuici pro dráhové integrování.

Formule (41) zdánlivì implikuje, ¾e rozhodující typ trajektorií, které pøispívají do Wie-

nerova integrálu, jsou ty trajektorie, pro nì¾ je (volná) akce S[x(t)] =

R

�

0

dt

M

_

x(t)

2

2

koneèná,

nebo» v opaèném pøípadì je pøíspìvek potlaèen exponenciálním faktorem exp(�S[x(t)]). Po-

znamenejme, ¾e akce je de�novaná pouze pro diferencovatelné trajektorie, zatímco Wienerova

míra je mírou na prostoru v¹ech spojitých trajektorií, proto de�nujme pro obecnou spojitou

trajektorii, inspirováni formální limitou

14

(48),

S[x(t)] = lim sup

n!1; t

j

�t

j�1

=�=n

S

n

[x(t)]

= lim sup

n!1; t

j

�t

j�1

=�=n

n

X

j=1

M(x(t

j

)� x(t

j�1

))

2

2(t

j

� t

j�1

)

: (49)

Uva¾ujme positivní funkcionály

15

G

n

[x(t)] = exp(�"S

n

[x(t)]); (50)

12

Existence je zaruèena napø. pro spojitý a zdola omezený potenciál V (x), takový, ¾e operátor

p

2

2m

+ V (x)

je v podstatì samosdru¾ený.

13

Pro Feynmanùv dráhový integrál naproti tomu nejsou tato pravidla apriori zaruèena.

14

Abychom zajistili existenci pro ka¾dou uva¾ovanou trajektorii, de�nujeme akci jako limitu superior. Takto

de�novaná akce je pak buï koneèná, nebo rovna +1, pøièem¾ pro spojitì diferencovatelné trajektorie tato

de�nice souhlasí s formulí S[x(t)] =

R

�

0

dt

M

_

x(t)

2

2

.

15

V dal¹ím budeme èasto funkce na prostoru trajektoriíW nazývat funkcionály, abychom je odli¹ili od funkcí

x(t), které jsou prvky W.

11



kde " > 0, a spoètìme jejich integrál vzhledem k Wienerovì míøe. Jedná se o cylindrické

funkcionály, je tedy podle de�nice (46)

Z

dW (x

0

;x

00

; �)G

n

[x(t)] =

Z

n�1

Y

i=1

d

d

x

i

n

Y

j=1

 

M

2�(t

j

� t

j�1

)

!

d=2

exp

 

�

M(x

j

� x

j�1

)

2

2(t

j

� t

j�1

)

!

� exp

0

@

�"

n

X

j=1

M(x

j

� x

j�1

)

2

2(t

j

� t

j�1

)

1

A

=

Z

n�1

Y

i=1

d

d

x

i

n

Y

j=1

 

M

2�(t

j

� t

j�1

)

!

d=2

exp

 

�

M(1 + ")(x

j

� x

j�1

)

2

2(t

j

� t

j�1

)

!

(51)

Integrand se li¹í od analogického integrandu na pravé stranì (43) pøe¹kálováním hmoty M v

exponentu faktorem (1+"), pokud bychom pøe¹kálovaliM také v pøedexponenciálním faktoru,

dostali bychom výraz pro Wienerovu míru cylindrické mno¾iny urèené posloupností èasù t

j

a

intervalù I

j

= R (tedy celé mno¾iny spojitých funkcí W) s parametrem M ! M(1 + "). Je

tedy

Z

dW (x

0

;x

00

; �)G

n

[x(t)] = (1 + ")

�nd=2

W (x

0

;x

00

; �)(W)

= (1 + ")

�nd=2

�

M(1 + ")

2��

�

d=2

exp

 

�

M(1 + ")(x

00

� x

0

)

2

2�

!

: (52)

V¹imnìme si dále limitního funkcionálu

G

1

[x(t)] = exp(�"S[x(t)]) = lim inf

n!1

G

n

[x(t)]:

Zøejmì se anuluje pro ty trajektorie, které mají nekoneènou akci (49). Pro trajektorie s koneè-

nou akcí (oznaème mno¾inu takových trajektorií symbolem W

finite

) je nenulový a positivní.

Pøitom pro integrál tohoto funkcionálu platí

16

0 �

Z

W

finite

dW (x

0

;x

00

; �)G

1

[x(t)] =

Z

dW (x

0

;x

00

; �)G

1

[x(t)]

=

Z

dW (x

0

;x

00

; �) lim inf

n!1

G

n

[x(t)] � lim inf

n!1

Z

dW (x

0

;x

00

; �)G

n

[x(t)] = 0: (53)

To je mo¾né jen tehdy, má-li mno¾ina W

finite

Wienerovu míru rovnou nule. Tedy do Wiene-

rova dráhového integrálu trajektorie s koneènou akcí vùbec nepøispívají!

Dal¹í chybný intuitivní závìr, který sugeruje \spojitá" formule (41), je, ¾e do dráhového

integrálu by mìly pøispívat ty trajektorie, pro které má pravá strana této formule smysl, t.j.

16

Zde u¾íváme Fatouova lemmatu známého z teorie integrálu, které pro posloupnost positivních mìøitelných

funkcí f

n

na prostoru X s mírou d� dává odhad

Z

X

d� lim inf

n!1

f

n

� lim inf

n!1

Z

X

d�f

n

:

12



diferencovatelné trajektorie. Pro takové trajektorie platí jx(s)�x(t)j � konst:js�tj pro s! t.

Uka¾me nyní, ¾e chování trajektorií, které jsou podstatné pro Wienerùv integrál, je pro s! t

odli¹né, toti¾

17

jx(s)� x(t)j � konst:js� tj

�

, kde � � 1=2.

Budeme postupovat podobnì jako v pøedcházejícím pøípadì; zvolíme vhodný funkcionál,

který se anuluje pro trajektorie s vý¹e uvedenou vlastností a pro ostatní trajektorie je posi-

tivní, a uká¾eme, ¾e jeho integrál je roven nule.

Uva¾ujme funkcionály

H

s;t

[x(�)] = exp

 

�

M(x(s)� x(t))

2

2(s� t)

2�

!

a spoètìme jejich integrál. Jedná se opìt o cylindrickou funkci, závisející na hodnotách trajek-

torie x(t) ve dvou bodech. Místo abychom poèítali pøímo integrál

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

s;t

[x(�)],

spoèítejme pomocný integrál

I(�) =

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

) exp

 

�

M

2

�(x(s)� x(t))

2

+

M

2

(x(s)� x(t))

2

(s� t)

!

=

�

M

2�(t

00

� s)

�

d=2

�

M

2�(s� t)

�

d=2

�

M

2�(t� t

0

)

�

d=2

Z

d

d

x

s

d

d

x

t

� exp

 

�

M

2

�(x

s

� x

t

)

2

�

M

2

(x

00

� x

s

)

2

(t

00

� s)

�

M

2

(x

t

� x

0

)

2

(t� t

0

)

!

; (54)

který vyu¾ijeme v dal¹ím. Zøejmì platí

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

s;t

[x(�)] = I(

1

s� t

+

1

(s� t)

2�

): (55)

Integrace v (54) vede na výpoèet 2d-dimenzionálního gaussovského integrálu, pøipomeòme

obecnou formuli pro integrál tohoto typu:

Z

d

d

x exp

�

�

1

2

x

T

�A � x+ b

T

� x

�

= det

�

2�

A

�

1=2

exp

�

1

2

b

T

�A

�1

� b

�

: (56)

V na¹em pøípadì má 2d� 2d matice kvadratické formy tvar

A =M

 

1

t

00

�s

+ � ��

��

1

t�t

0

+ �

!

(57)

a 2d-dimenzionální vektor b je

b =M

0

@

1

(t

00

�s)

x

00

1

(t�t

0

)

x

0

1

A

: (58)

Pro determinant matice A máme

detA =M

2d

 

1 + �(t

00

� t

0

� (s� t))

(t

00

� s)(t� t

0

)

!

d

(59)

17

Takové funkce se nazývají �-Hölderovské s � � 1=2.

13



a inverzní matice je

A

�1

=

1

M

(t

00

� s)(t� t

0

)

1 + �(t

00

� t

0

� (s� t))

 

1

t�t

0

+ � �

�

1

t

00

�s

+ �

!

: (60)

Po dosazení do formule (56) obdr¾íme

18

I(�) =

�

M

2�(s� t)

�

d=2

�

1

1 + �(t

00

� t

0

� (s� t))

�

d=2

� exp

�

�

M

2

(x

00

� x

0

)

2

�

1 + �(t

00

� t

0

� (s� t))

�

: (61)

Tedy

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

s;t

[x(�)] =

 

M

2�

(s� t)

2��1

(t

00

� t

0

)(1 + (s� t)

2��1

)� (s� t)

!

d=2

� exp

 

�

M

2

(x

00

� x

0

)

2

1 + (s� t)

2��1

(t

00

� t

0

)(1 + (s� t)

2��1

)� (s� t)

!

:

Uva¾ujme nyní, zcela v analogii s pøedchozím pøípadem, limitní funkcionál

H

t

[x(�)] = lim inf

s!t

+

H

s;t

[x(�)] � 0; (62)

který se zøejmì anuluje pro ty trajektorie, pro nì¾ lim sup

s!t

+

jx(s)�x(t)j=js� tj

�

=1, tedy

nosiè H

t

[x(�)] (oznaème ho W

�

) obsahuje specielnì v¹echny funkce, pro nì¾ jx(s) � x(t)j �

konst:js � tj

�

pro s ! t a � � �. Je-li nyní � > 1=2, máme podobnì jako v pøedchozím

pøípadì

0 �

Z

W

�

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

t

[x(�)] =

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

t

[x(�)]

=

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

) lim inf

s!t

+

H

s;t

[x(�)] � lim inf

s!t

+

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)H

s;t

[x(�)] = 0: (63)

Tedy Wienerova míra mno¾iny W

�

je rovna nule a specielnì diferencovatelné trajektorie, pro

nì¾ je � = 1, do Wienerova integrálu nepøispívají!

Jak jsme pøedeslali v pøedchozí podkapitole, je to právì tato vlastnost, která zodpovídá

za nekomutativitu operátorù fyzikálních pozorovatelných v kvantové mechanice.

Spoètìme je¹tì jednu charakteristikuWienerovy míry - \støední hodnotu" kvadrátu vzdálenosti

19

(x(s)� x(t))

2

. Pomocí pøedchozího výsledku máme

h(x(s)� x(t))

2

i =

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)(x(s) � x(t))

2

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)

=

�

2

M

@

@�

I(�)

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)

j

�=

1

s�t

=

d

M

(s� t) (t

00

� t

0

� (s� t))

(t

00

� t

0

)

+

(s� t)

2

(x

00

� x

0

)

2

(t

00

� t

0

)

2

;

18

V¹imnìme si, ¾e pro � = 1=(s� t) zreprodukujeme formuli (44) pro Wienerovu míru prostoru trajektorií

W.

19

T.j. interpretujeme-li Wienerovu míru jako (nenormovanou) pravdìpodobnostní míru; normalizace ve

vztahu (64) je urèena z podmínky jednotkové míry mno¾iny W. Takto chápaná Wienerova míra je svázána

se stochastickým Wienerovým procesem, který je spojitou limitou náhodné procházky (Brownova pohybu) po

d-dimenzionální møí¾i, podrobnosti viz [9].

14



(64)

tedy pro s � t ! 0 je h(x(s) � x(t))

2

i � (d=M)(s � t), co¾ opìt odrá¾í nediferencovatelnost

typických trajektorií

20

.

Na závìr uka¾me, jak nediferencovatelnost trajektorií vysvìtluje kompatibilitu px- a xp-

reprezentace v pøíkladu bezspinové èástice ve vnìj¹ím (statickém) elektromagnetickém poli

21

s hamiltoniánem (29). Po analytickém prodlou¾ení t ! �i�h� dostaneme pro matici hustoty

px-reprezentaci

hx

00

je

��H

jx

0

i = lim

n!1

Z

dW (x

00

;x

0

; �; 0)e

�S

n

E

�

;

kde

�S

n

E

�

=

n

X

j=1

(

ie

�h

A(x(t

j�1

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))� e

�

n

(�(x(t

j�1

))�

i�h

2m

(r �A)(x(t

j�1

))): (65)

Poøadí limity a integrálu nelze zamìnit, nebo» limita integrandu neexistuje pro skoro v¹echny

trajektorie. Jak se v¹ak lze pøesvìdèit

22

, pro velká n charakteristické trajektorie, pøispívající

do Wienerova integrálu, splòují (srov. (64))

R

dW (x

00

;x

0

; �; 0)(x

r

(t

j

)� x

r

(t

j�1

))(x

s

(t

j

)� x

s

(t

j�1

))

R

dW (x

00

;x

0

; �; 0)

� �

rs

�

n

�h

2

m

:

Proto lze psát pod integrálem

ie

�h

A(x(t

j�1

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

)) =

ie

�h

A(x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))

�

ie

�h

(x(t

j

)� x(t

j�1

)) � rA(x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))

� +

ie

�h

A(x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))�

ie�h

m

�

n

(r �A)(x(t

j

)):

V ostatních èlenech lze zamìnit èasový argument t

j�1

za t

j

beze zmìny hodnoty integrálu,

nebo» trajektorie jsou spojité. Tedy reprezentace (65) je ekvivalentní reprezentaci u¾ívající

xp-uspoøádání

hx

00

je

��H

jx

0

i = lim

n!1

Z

dW (x

00

;x

0

; �; 0)e

�S

n

E

+

;

kde

�S

n

E

+

=

n

X

j=1

(

ie

�h

A(x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))� e

�

n

(�(x(t

j

)) +

i�h

2m

(r �A)(x(t

j

))): (66)

Zcela analogicky lze ukázat kompatibilitu s Weylovskou formou, v tomto pøípadì je opìt

zmìna x

j

!
�
x

j

podstatná jen ve \èlenu s derivací"

ie

�h

A(x(t

j�1

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

)) =

ie

�h

A(
�
x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))

20

Interpretováno v termínech pøíslu¹ného stochastického procesu, èástice urazí støední vzdálenost úmìrnou

druhé odmocninì èasu. To je typickou vlastností Brownova pohybu.

21

Budeme pøedpokládat hladkost vektorového potenciálu A

�

.

22

V následujících podkapitolách vyvineme pohodlné procedury pro dùkaz podobných tvrzení.
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�

ie

2�h

(x(t

j

)� x(t

j�1

)) � rA(
�
x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))

� +

ie

�h

A(
�
x(t

j

)) � (x(t

j

)� x(t

j�1

))�

ie�h

2m

�

n

(r �A)(x(t

j

));

a kvantová korekce je tedy efektivnì eliminována.

Znovu pøipomeòme, ¾e formulovat Feynmanùv dráhový integrál v termínech (komplexní)

míry na prostoruW nelze, i kdy¾ zpùsob výpoètu jeho diskrétních aproximací se po formální

stránce neli¹í od výpoètù Wienerových integrálù cylindrických funkcí a nìkteré kvalitativní

rysy (jako je charakterizace trajektorií relevantních pro dráhový integrál) lze s jistou licencí

pou¾ít i zde.

V dal¹ím opustíme Wienerùv integrál a spoèteme nìkteré elementární Feynmanovy drá-

hové integrály.

1.4 Èástice v èasovì závislém homogenním vnìj¹ím poli

Uva¾ujme systém s èasovì závislým hamiltoniánem

H(t) =

^
p

2

2m

� F(t) �
^
x; (67)

kde F(t) je c-èíselná funkce. F(t) pøestavuje èasovì závislou vnìj¹í sílu pùsobící na èástici s

hmotou m. Jádro evoluèního operátoru je dáno dráhovým integrálem

23

K[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

Z

x(t

00

)=x

00

x(t

0

)=x

0

Dx(t) exp

 

i

�h

Z

t

00

t

0

dt(m

_
x(t)

2

2

+ F(t) � x(t))

!

; (68)

kde T = t

00

� t

0

. Diskrétní aproximace je

K[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

lim

n!1

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

Z

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

exp

i

�h

n

X

j=1

�

m(x

j

� x

j�1

)

2

n

2T

+F

j�1

� x

j�1

T

n

�

; (69)

kde F

j

= F(t

0

+ j(T=n)). Integrace pøes x

j

je gaussovská (srov. (17,18)). Kvadratickou formu

v exponenciále

i

�h

n

X

j=1

�

m(x

j

� x

j�1

)

2

n

2T

+F

j�1

� x

j�1

T

n

�

; (70)

která je nediagonální (a tedy nelze bezprostøednì pou¾ít formule (17)), pøepi¹me na výhodnìj¹í

tvar

i

0

@

n

X

j=1

1

2"

z

2

j

+

n�1

X

j=1

z

j

�

n�1

X

k=j

f

k

"+ y

0

�

n�1

X

j=0

f

j

"

1

A

; (71)

23

V¹imnìme si, ¾e v tomto pøípadì evoluèní operátor není dán formulí U(T ) = exp(�

i

�h

HT ), ale formulí

U(T ) = T exp(�

i

�h

R

t

00

t

0

dtH(t)), kde T znaèí èasové uspoøádání. Reprezentaci (68) pak dostaneme pomocí

následujícího vztahu pro T -exponenciálu

T exp

 

�

i

�h

Z

t

00

t

0

dtH(t)

!

= lim

n!1

exp

�

�

i

�h

"H(t

n�1

)

�

exp

�

�

i

�h

"H(t

n�2

)

�

: : : exp

�

�

i

�h

"H(t

0

)

�

;

kde t

j

= (t

0

+ j") a " = (t

00

� t

0

)=n, a u¾itím Lieovy formule.

16



kde jsme de�novali " = (T=n), y

j

= (m=�h)

1=2

x

j

, f

j

= F(t

0

+j(T=n))=(m�h)

1=2

a z

j

= y

j

�y

j�1

.

Pøitom lze umìle roz¹íøit integraci i na promìnou z

n

dodáním �-funkce, vyjadøující vazbu

P

n

j=1

z

j

= (y

n

� y

0

):

n�1

Y

j=1

d

d

x

j

=

�

�h

m

�

(n�1)d=2

n

Y

j=1

d

d

z

j

�

(d)

(

n

X

j=1

z

j

� (y

n

� y

0

)); (72)

kde y

0

= (m=�h)

1=2

x

0

a y

n

= (m=�h)

1=2

x

00

. S pou¾itím integrální reprezentace

�

(d)

(

n

X

j=1

z

j

� (y

n

� y

0

)) =

Z

d

d

a

(2�)

d

exp

0

@

ia � (

n

X

j=1

z

j

� (y

n

� y

0

))

1

A

(73)

obdr¾íme následující snadno spoèítatelný gaussovský integrál s diagonální kvadratickou for-

mou v promìnných z

j

, j = 1; : : : ; n:

K

n

[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

�

�h

m

�

(n�1)d=2

Z

n

Y

j=1

d

d

z

j

d

d

a

(2�)

d

exp

0

@

i

0

@

n

X

j=1

1

2"

z

2

j

+

n�1

X

j=1

z

j

� (

n�1

X

k=j

f

k

"+ a) + z

n

� a+ y

0

�

n�1

X

j=0

f

j

"� a � (y

n

� y

0

)

1

A

1

A

: (74)

Po integraci pøes z

j

máme

K

n

[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

�

nm

2�i�hT

�

nd=2

�

�h

m

�

(n�1)d=2

(2�i")

nd=2

exp

0

@

iy

0

�

n�1

X

j=0

f

j

"

1

A

Z

d

d

a

(2�)

d

exp

0

@

�

i"

2

(na

2

+

n�1

X

j=1

(

n�1

X

k=j

f

k

")

2

+ 2

n�1

X

j=1

a �

n�1

X

k=j

f

k

")� ia � (y

n

� y

0

)

1

A

: (75)

Zbývající gaussovská integrace je opìt snadná, jako výsledek obdr¾íme

K

n

[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

d=2

exp

 

i(y

n

� y

0

)

2

2T

!

� exp(

i

2T

(2(y

n

� y

0

) �

n�1

X

j=1

n�1

X

k=j

f

k

"

2

+ 2Ty

0

�

n�1

X

j=0

f

j

"+

(

n�1

X

j=1

n�1

X

k=j

f

k

)

2

"

4

�

n�1

X

j=1

(

n�1

X

k=j

f

k

)

2

n"

4

)): (76)

Zbývá provést limitu pro n! 1, " ! 0, n" = T = (t

00

� t

0

). Pro spojitou funkci f(t) máme

pro n!1:

2Ty

0

�

n�1

X

j=0

f

j

"! 2y

0

�

Z

t

00

t

0

dt(t

00

� t

0

)f(t); (77)

2(y

n

� y

0

) �

n�1

X

j=1

n�1

X

k=j

f

k

"

2

= 2(y

n

� y

0

) �

n�1

X

j=1

jf

j

"

2

! 2(y

n

� y

0

) �

Z

t

00

t

0

dt(t� t

0

)f(t); (78)
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nebo» j" = (t

j

� t

0

),

(

n�1

X

j=1

n�1

X

k=j

f

k

)

2

"

4

!

Z

t

00

t

0

dtds(t� t

0

)(s� t

0

)f(t)f(s); (79)

a koneènì

n�1

X

j=1

(

n�1

X

k=j

f

k

)

2

n"

4

! T

Z

t

00

t

0

d�

Z

t

00

t

0

dtds�(t� �)�(s� �)f(t) � f(s) =

T

Z

t

00

t

0

dtdsf(t) � f(s)(�(t� s)(s� t

0

) + �(s� t)(t� t

0

)): (80)

Pro jádro evoluèního operátoru tedy obdr¾íme koneèný výsledek ve tvaru

K[F(t)](x

00

;x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

d=2

exp

 

im(x

00

� x

0

)

2

2�hT

!

� exp(

i

2T�h

(2x

00

�

Z

t

00

t

0

dtF(t)(t� t

0

) + 2x

0

�

Z

t

00

t

0

dtF(t)(t

00

� t)+

1

m

Z

t

00

t

0

dtdsF(t) � F(s)((t� t

0

)(s� t

0

)� �(t� s)(s� t

0

)T � �(s� t)(t� t

0

)T ))) (81)

Jako speciální pøípady dostaneme odtud jednak dobøe známý propagátor volné èástice

K

0

(x

00

;x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

d=2

exp

 

im(x

00

� x

0

)

2

2�hT

!

; (82)

jednak propagátor èástice v lineárním potenciálu

K[F](x

00

;x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

d=2

exp

 

im(x

00

� x

0

)

2

2�hT

!

� exp

 

i

2�h

(Tx

00

� F+ Tx

0

� F�

T

3

12m

F

2

)

!

: (83)

1.5 Lineární harmonický oscilátor

Dal¹ím elementárním dráhovým integrálem je dráhový integrál pro lineární harmonický osci-

látor s hamiltoniánem

H =

p

2

2m

+

m!

2

x

2

2

: (84)

Diskrétní aproximace pro dráhový integrál

K(x

00

; x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(m

_x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

)

!

(85)
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je

K

n

(x

00

; x

0

;T ) =

�

m

2�i�h"

�

n=2

Z

n�1

Y

j=1

dx

j

exp

0

@

i

�h

n

X

j=1

 

m(x

j

� x

j�1

)

2

2"

�

m!

2

x

2

j�1

"

2

!

1

A

; (86)

kde " = (t

00

� t

0

)=n. Pøechodem k promìnným y

j

= (m=�h")

1=2

x

j

máme

K

n

(x

00

; x

0

;T ) =

�

m

�h"

�

1=2

�

1

2�i

�

n=2

Z

n�1

Y

j=1

dy

j

exp

0

@

i

n

X

j=1

 

(y

j

� y

j�1

)

2

2

�

!

2

y

2

j�1

"

2

2

!

1

A

: (87)

Integrál na pravé stranì pøedchozí formule je opìt gaussovský s nediagonální kvadratickou

formou v exponenciále. Pøipomeòme obecnou formuli pro takový integrál:

Z

d

d

x exp

�

�

1

2

x

T

�A � x+ b

T

� x

�

= det

�

2�

A

�

1=2

exp

�

1

2

b

T

�A

�1

� b

�

: (88)

V na¹em pøípadì je n� 1 rozmìrná matice A rovna

A

n�1

= �2ai

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1;�

1

2a

; 0; : : : : : : : ; 0

�

1

2a

; 1;�

1

2a

; 0; : : ; 0

0;�

1

2a

; 1;�

1

2a

; 0; ; 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0; : : : : ;�

1

2a

; 1;�

1

2a

0; : : : : : : : : : ;�

1

2a

; 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

; (89)

kde a = 1� (1=2)!

2

"

2

, a n� 1 rozmìrný vektor b je roven

b = �i

�

m

�h"

�

1=2

0

B

B

B

@

x

0

0

.

.

.

x

00

1

C

C

C

A

: (90)

V tomto oznaèení mù¾eme pøepsat výraz na pravé stranì (87) na tvar

�

m

�h"

�

1=2

�

1

2�i

�

n=2

Z

d

n�1

y

exp

�

�

1

2

y

T

�A

n�1

� y+ b

T

� y +

im

2"�h

(x

0
2

+ x

00
2

� !

2

"

2

x

0
2

)

�

(91)

Pro determinant matice A

n�1

pi¹me

detA

n�1

= (�2ai)

n�1

det

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1;�

1

2a

; 0; : : : : : : : ; 0

�

1

2a

; 1;�

1

2a

; 0; : : ; 0

0;�

1

2a

; 1;�

1

2a

; 0; ; 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0; : : : : ;�

1

2a

; 1;�

1

2a

0; : : : : : : : : : ;�

1

2a

; 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

= (�2ai)

n�1

detB

n�1

= (�2ai)

n�1

B

n�1

: (92)
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Pro posloupnost B

n�1

= detB

n�1

obdr¾íme

24

následující rekurentní vztah:

B

n�1

= B

n�2

+

1

2a

det

0

B

B

B

B

B

B

B

@

�

1

2a

;�

1

2a

; 0; : : : : ; 0

0; 1;�

1

2a

; 0; : : : : : ; 0

0;�

1

2a

; 1;�

1

2a

; 0; ; 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0; : : : : ;�

1

2a

; 1;�

1

2a

0; : : : : : : : : : ;�

1

2a

; 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

(93)

= B

n�2

�

�

1

2a

�

2

B

n�3

: (94)

Poèáteèní podmínky pro tuto rekurentní rovnici jsou B

0

= B

1

= 1, jimi je øe¹ení urèeno

jednoznaènì. Øe¹ení hledejme ve tvaru

25

B

n

= Kq

n

, pro q tak dostaneme rovnici

q

2

� q +

1

(2a)

2

= 0; (95)

která má dva koøeny

q

�

=

a� i

p

1� a

2

2a

: (96)

Obecné øe¹ení rekurentního vzorce (93) je pak

B

n

= K

+

q

n

+

+K

�

q

n

�

: (97)

Pro vý¹euvedené poèáteèní podmínky dostaneme

K

�

= �

1� q

�

q

+

� q

�

= �

q

�

q

+

� q

�

; (98)

tedy

B

n�1

=

q

n

+

� q

n

�

q

+

� q

�

: (99)

Pí¹eme-li a = 1� (1=2)!

2

"

2

:= cos �, potom � = !"+O("

2

) a máme q

�

= (1=2a) exp(�i�),

tedy B

n�1

= (1=2a)

n�1

sinn�=sin� a odtud obdr¾íme detA

n�1

= (�i)

n�1

sinn�=sin�. Pro

limitu faktoru pøed exponenciálou pak dostaneme

lim

n!1

�

m

�h"

�

1=2

�

1

2�i

�

n=2

det

�

2�

A

n�1

�

1=2

= lim

n!1

�

m

2�i�h"

sin�

sinn�

�

1=2

=

�

m!

2�i�h sin!T

�

1=2

: (100)

Spoètìme dále kvadratickou formu ve exponenciále výrazu (88). Máme

1

2

b

T

�A

�1

n�1

� b+

im

2"�h

(x

0

2

+ x

00

2

) =

im

2"�h

�

ix

0
2

(A

�1

n�1

)

1;1

+ ix

00
2

(A

�1

n�1

)

n�1;n�1

+ 2ix

0

x

00

(A

�1

n�1

)

1;n�1

+ x

0
2

+ x

00
2

�

: (101)

24

V prvním kroku rozvojem podle prvního øádku, v druhém kroku pak rozvojem podle prvního sloupce.

25

Toto je obecná metoda øe¹ení lineárních rekurentních rovnic, pov¹imnìte si analogie s øe¹ením obyèejných

lineárních diferenciálních rovnic.
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Díky tvaru matice A

n�1

máme A

�1

n�1;n�1

= A

�1

1;1

. Pøitom

A

�1

1;1

=

detA

n�2

detA

n�1

= i

sin (n� 1)�

sinn�

; (102)

podobnì

A

�1

1;n�1

= (�1)

n

(detA

n�1

)

�1

(�2ia)

n�2

�

�

1

2a

�

n�2

= i

sin�

sinn�

: (103)

Kvadratická forma (101) v exponenciele je tedy

im

2"�h

�

(x

0

2

+ x

00

2

)

sin� cosn� + sinn�(1� cos �)

sinn�

� 2x

0

x

00
sin�

sinn�

�

!

im!

2�h sin!T

�

cos!T (x

0
2

+ x

00
2

)� 2x

0

x

00

�

: (104)

Celkem tedy máme pro propagátor harmonického oscilátoru následující formuli

K(x

00

; x

0

;T ) =

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt(

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

)

!

=

�

m!

2�i�h sin!T

�

1=2

exp

�

im!

2�h sin!T

�

cos!T (x

0
2

+ x

00
2

)� 2x

0

x

00

�

�

: (105)

1.6 Gaussovské dráhové integrály

Elementární dráhové integrály, které jsme spoèítali v pøedchozích podkapitolách vedly na

mnohadimenzionální gaussovské (pøesnìji fresnelovské) integrály typu

Z

d

d

x exp

�

�

1

2

x

T

�A � x+ b

T

� x

�

= det

�

2�

A

�

1=2

exp

�

1

2

b

T

�A

�1

� b

�

; (106)

kde A je regulární symetrická matice. V¹imnìme si, ¾e kvadratická forma v exponenciále na

pravé stranì tohoto výrazu je rovna

1

2

b

T

�A

�1

� b = �

1

2

x

T

?

�A � x

?

+ b

T

� x

?

; (107)

kde x

?

je stacionární bod kvadratické formy v exponenciále integrandu, tedy takové x, pro

nì¾ platí

@

@x

�

1

2

x

T

�A � x� b

T

� x

�

= 0: (108)

Napø. pro harmonický oscilátor mìla tato podmínka tvar

1

"

�

(x

j+1

� x

j

)

"

�

(x

j

� x

j�1

)

"

�

+ !

2

x

j

= 0; x

0

= x

0

; x

n

= x

00

; (109)

co¾ není nic jiného, ne¾ diskretizovaná varianta klasické pohybové rovnice s okrajovými pod-

mínkami

d

2

dt

2

x(t) + !

2

x(t) = 0; x(0) = x

0

; x(T ) = x

00

: (110)
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Øe¹ení

26

této rekurentní rovnice (109)

x

j

=

x

00

� x

0

e

�i�n

2i sinn�

e

i�j

�

x

00

� x

0

e

i�n

2i sinn�

e

�i�j

; (111)

v limitì n!1 pøechází v øe¹ení diferenciální rovnice (110)

x(t) =

x

00

� x

0

e

�i!T

2i sin!T

e

i!t

�

x

00

� x

0

e

i!T

2i sin!T

e

�i!t

= x

00
sin!t

sin!T

+ x

0
sin!(T � t)

sin!T

(112)

Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e kvadratická forma v exponenciále propagátoru (105) je právì

klasická akce spoètená pro trajektorii (112). Tedy místo poèítání s diskrétním pøiblí¾ením

(co¾, jak jsme vidìli v pøedchozím, vede na dosti nepøehledné gaussovské integrování) jsme

mohli pøímo vyjít z podmínky pro stacionaritu akce, øe¹it klasickou pohybovou rovnici a

výsledek pak dosadit do formule pro klasickou akci.

Toté¾ zùstává v platnosti i pro obecnou kvadratickou akci v exponenciále integrandu

dráhového integrálu, tedy napø. i pro èástici v èasovì závislém homogenním vnìj¹ím poli. Je-

li tedy klasická akce kvadratická, nemusíme provádìt pracnou mnohodimenzionální integraci

a výraz v exponenciále obdr¾íme \klasickými" metodami.

Uka¾me je¹tì, jak lze obdobnì získat i pøedexponenciální faktor

27

. Pi¹me propagátor ve

tvaru

K(x

00

; x

0

;T ) = F (x

00

; x

0

;T ) exp

�

i

�h

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

�

: (113)

Z podmínky unitarity pro propagátor máme

Z

dxK(x

00

; x;T )K(x

0

; x;T )

?

= �(x

00

� x

0

)

=

Z

dxF (x

00

; x;T )F (x

0

; x;T )

?

exp

�

i

�h

(S

klas

(x

00

; x;T )� S

klas

(x

0

; x;T ))

�

: (114)

Pro x

00

� x

0

! 0 lze psát

S

klas

(x

00

; x;T )� S

klas

(x

0

; x;T ) = (x

00

� x

0

)

@S

klas

(x

0

; x;T )

@x

0

:

Proveïme nyní v integrálu (114) substituci

x! y =

@S

klas

(x

0

; x;T )

@x

0

:

Podr¾íme-li pouze èleny nejni¾¹ího øádu v (x

00

� x

0

), dostaneme

�(x

00

� x

0

) =

Z

dy

 

@

2

S

klas

(x

0

; x;T )

@x

0

@x

!

�1

jF (x

0

; x;T )j

2

exp

�

i

�h

y(x

00

� x

0

)

�

: (115)

26

Metoda øe¹ení je stejná, jako v pøípadì rekurentní rovnice pro determinant B

n�1

.

27

Následující argumentace není pøíli¹ rigorózní, slou¾í spí¹e jako motivace, výsledek je nicménì správný.
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A¾ na fázi musí tedy být

F (x

00

; x

0

;T ) =

 

1

2��h

@

2

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

@x

00

@x

0

!

1=2

: (116)

Porovnáním s gaussovskými integrály spoètenými v pøedchozích podkapitolách máme koneènì

K(x

00

; x

0

;T ) =

 

�

1

2�i�h

@

2

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

@x

00

@x

0

!

1=2

exp

�

i

�h

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

�

: (117)

Zobecnìní pro gaussovský dráhový integrál v d-dimenzionálním pøípadì je pøímoèaré, pøí-

slu¹ná formule zní

K(x

00

;x

0

;T ) = det

 

�

1

2�i�h

@

2

S

klas

(x

00

;x

0

;T )

@x

00

i

@x

0

j

!

1=2

exp

�

i

�h

S

klas

(x

00

;x

0

;T )

�

: (118)

Faktor pøed exponenciálou je tzv. van Vleckùv determinant.

Van Vleckùv determinant lze dále interpretovat zpùsobem, který je \spojitým" zobecnì-

ním formule (106). Pí¹eme-li diskrétní aproximaci kvadratické akce ve tvaru

S

n

(x

n�1

) = �

1

2

x

T

n�1

�A

n�1

� x

n�1

+ b

T

n�1

� x

n�1

; (119)

kde x

T

n�1

= (x

1

; x

2

; : : : ; x

n�1

), máme pro nìj

28

následující vyjádøení:

lim

n!1

�

m

2�i�h"

�

1=2

�

�

m

"

�

(n�1)=2

det

�1=2

A

n�1

: (120)

Napø. pro harmonický oscilátor máme

1

"

(A

n�1

� x

n�1

)

j

=

m

1

"

�

(x

j+1

� x

j

)

"

�

(x

j

� x

j�1

)

"

�

+m!

2

x

j

= 0; x

0

= 0; x

n

= 0: (121)

Ve spojité limitì pøechází matice

1

"

A

n�1

v diferenciální operátor A, v pøípadì harmonického

oscilátoru je tento operátor A = m

�

d

2

dt

2

+ !

2

�

. Pøedexponenciální faktor tedy bude v limitì

n!1 \úmìrný" determinantu (t.j. souèinu vlastních hodnot) operátoru A.

Zde je tøeba uèinit dvì poznámky. Abychom spoèetli pøíslu¹né vlastní hodnoty a mohli

vyèíslit determinant, je nutné vymezit vektorový prostor, na kterém je operátor A de�nován,

t.j. de�novat okrajové podmínky pro funkce x(t). Okrajové podmínky x(0) = x

0

; x(T ) = x

00

pou¾ít nelze, nebo» nede�nují vektorový prostor. Okrajové podmínky, odpovídající diskrétní

aproximaci, jsou (srov. (121)) x(0) = x(T ) = 0. Intuitivnì lze tento fakt vysvìtlit následovnì.

Pi¹me

x(t) = x

klas

(t) + x

kvant

(t); (122)

kde x

klas

(t) je øe¹ení klasické pohybové rovnice s okrajovými podmínkami

29

x

klas

(0) = x

0

,

x

klas

(T ) = x

00

a x

kvant

(t) pøedstavuje kvantové 
uktuace kolem klasické trajektorie. Zøejmì

28

Pro jednoduchost uva¾ujeme jednorozmìrný pøípad.

29

Tedy to øe¹ení, které dosazujeme do klasické akce S

klas

(x

00

; x

0

;T ).
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platí x

kvant

(0) = x

kvant

(T ) = 0, tato podmínka ji¾ vektorový prostor de�nuje a urèuje jedno-

znaènì vlastní hodnoty operátoru A. Akci lze pak zapsat ve tvaru (zde vyu¾íváme toho, ¾e

x

klas

(t) je øe¹ení klasické pohybové rovnice, proto \smí¹ené" èleny v akci vypadnou)

S[x(t)] = S

klas

(x

00

; x

0

;T )�

1

2

Z

T

0

dtx

kvant

(t)Ax

kvant

(t):

Pøedpokládáme-li dále translaèní invarianci \míry" Dx(t), t.j.

Dx(t) = Dx

kvant

(t); (123)

mù¾eme formálnì psát

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)e

i

�h

S[x(t)]

=

e

i

�h

S

klas

(x

00

;x

0

;T )

Z

x

kvant

(T )=0

x

kvant

(0)=0

Dx

kvant

(t)e

�

i

2�h

R

T

0

dtx

kvant

(t)Ax

kvant

(t)

: (124)

Tedy v gausovském dráhovém integrálu je pøedexponenciální faktor urèen integrálem pøes

kvantové 
uktuace x

kvant

(t).

Druhá poznámka se týká existence determinantu operátoru A. Napø pro harmonický osci-

látor máme pro vlastní hodnoty operátorum

�

d

2

dt

2

+ !

2

�

formuli �

k

= �m

�

�

�k

T

�

2

� !

2

�

; k =

1; 2; : : :, souèin vlastních hodnot tedy diverguje. Normalizujeme-li v¹ak vlastní hodnoty na

vlastní hodnoty operátoru m

d

2

dt

2

, (tedy normujeme-li pøedexponenciální faktor na pøedexpo-

nenciální faktor volné èástice), dostaneme regularizovaný determinant

Det

R

 

m

 

d

2

dt

2

+ !

2

!!

= Det

 

m

 

d

2

dt

2

+ !

2

!

=

 

m

d

2

dt

2

!!

=

1

Y

k=1

 

1�

�

!T

�k

�

2

!

=

sin!T

!T

: (125)

Pøedexponenciální faktor (120) lze tedy pro harmonický oscilátor psát ve tvaru

F (x

00

; x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

1=2

Det

�1=2

R

 

m

 

d

2

dt

2

+ !

2

!!

; (126)

kde jsme vyu¾ili znalost pøedexponenciálního faktoru pro volnou èástici. V obecném pøípadì

pak

F (x

00

; x

0

;T ) =

�

m

2�i�hT

�

1=2

Det

�1=2

R

A; (127)

kde regularizovaný determinant je opìt normovaný na determinant operátoru md

2

=dt

2

.

Tento výsledek lze chápat také jako vztah mezi dvìma vyjádøeními funkcionální míry

gaussovského integrálu. Rozvineme-li trajektorii x

kvant

(t) do vlastních funkcí (módù) f

n

(t)

operátoru A, t.j. pí¹eme-li

x(t) = x

klas

(t) +

1

X

n=0

x

n

f

n

(t); (128)
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faktorizuje se integrand v termínech promìnných x

n

na souèin jednodimenzionálních gaus-

sovských integrálù a lze symbolicky psát

Dx(t) = Dx

kvant

(t) =

�

m

2�i�hT

�

1=2

Det

1=2

 

i

2��h

m

d

2

dt

2

!

1

Y

n=0

dx

n

: (129)

Poznamenejme, ¾e formule (117), (118) lze pou¾ít tehdy, existuje-li pro dané T = t

f

� t

i

,

x

0

a x

00

právì jedna klasická trajektorie splòující okrajové podmínky

30

x(t

i

) = x

0

, x(t

f

) = x

00

.

Zatímco existenci a jednoznaènost máme obvykle zaruèenu pro poèáteèní podmínky x(t

i

) =

x

0

, _x(t

i

) = v

0

(oznaème takové øe¹ení x(t; t

i

; x

0

; v

0

)), v pøípadì vý¹e uvedených okrajových

podmínek tomu tak není. Rovnice

x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

) = x

00

(130)

toti¾ nemusí mít jednoznaèné øe¹ení vzhledem k v

0

, nebo nemusí mít øe¹ení pro libovolné x

00

,

ale jen pro speciální hodnoty x

00

. To mù¾e nastat tehdy, je-li

@x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

)

@v

0

= 0: (131)

(Pokud platí poslední rovnost pro v¹echna v

0

(t.j podmínka (130) nezavisí na v

0

), dostáváme

vazbu pro mo¾né koncové hodnoty

31

x

00

= x

00

(t

i

; t

f

; x

0

) jako funkci poèáteèních hodnot x

0

, t

i

a koneèného èasu t

f

.)

Dal¹ím dùsledkem patologické situace (131) je, ¾e van Vleckùv determinant není dobøe

de�novaný. S vyu¾itím vztahu

@S

klas

(x

00

; x

0

;T )

@x

0

= �p

0

= �mv

0

(132)

máme pro @x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

)=@v

0

6= 0 následující vztah

 

�

1

2�i�h

@

2

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

@x

00

@x

0

!

1=2

=

 

m

2�i�h

@v

0

@x

00

!

1=2

=

�

m

2�i�hT

�

1=2

 

T

@x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

)=@v

0

!

1=2

;

(133)

který má singularitu pro @x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

)=@v

0

! 0.

Porovnání formule (127) a formule (133) dává je¹tì jedno u¾iteèné vyjádøení (regularizo-

vaného) determinantu. Máme toti¾

Det

R

A =

1

T

@x(t

f

; t

i

; x

0

; v

0

)

@v

0

: (134)

V¹imnìme si, ¾e funkce  (t) = @x(t; t

i

; x

0

; v

0

)=@v

0

je øe¹ením následující rovnice s poèáteèními

podmínkami

A (t) = 0;  (t

i

) = 0;

_

 (t

i

) = 1: (135)

30

Pro jednoduchost uva¾ujme jednodimenzionální pøípad, pøechod k obecnému d je pøímoèarý.

31

Bod (t

f

; x

00

) se pak nazývá ohniskovým bodem - a» toti¾ \vystøelíme" z bodu x

0

pod jakoukoliv rychlostí

v

0

, v èase t

f

v¾dy skonèíme v bodì x

00

= x

00

(t

i

; t

f

; x

0

).
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Poslední tvrzení plyne zderivováním vztahù de�nujících x(t; t

i

; x

0

; v

0

)

Ax(t; t

i

; x

0

; v

0

) = 0; x(t

i

; t

i

; x

0

; v

0

) = x

0

; _x(t

i

; t

i

; x

0

; v

0

) = v

0

(136)

podle v

0

. Máme tedy následující formuli pro regularizovaný determinant

Det

R

A =

 (t

f

)

T

: (137)

Platí-li (131), je  (t

f

) = 0 a tedy determinant je roven nule - díky (135) je toti¾ v

tomto pøípadì  (t) vlastní funkcí operátoru A s nulovou vlastní hodnotou (nulový mód) a

regularizovaný determinant operátoru A je úmìrný souèinu v¹ech vlastních hodnot.

1.7 Lineární harmonický oscilátor v poli homogenní èasovì závislé vnìj¹í

síly

Jako aplikaci formule (117) spoèítejme dùle¾itý speciální pøípad - harmonický oscilátor ve

vnìj¹ím homogenním èasovì závislém poli s hamiltoniánem

H =

p

2

2m

+

m!

2

x

2

2

� F (t)x; (138)

kde opìt F (t) je c-èíselná funkce. Tento pøíklad je prototypem pro analogické výpoèty v

kvantové teorii pole, v tomto kontextu se c-èíselná funkce F (t) nazývá klasický zdroj. Drá-

hový integrál je pak funkcionálem klasického zdroje, který má význam amplitudy pøechodu

z poèáteèního do koncového stavu pod vlivem vnìj¹ího zdroje F (t).

Akce je v tomto pøípadì opìt kvadratická

S[x(t)] =

Z

T

0

dt

 

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

+ F (t)x(t)

!

; (139)

abychom mohli pou¾ít formuli (117), musíme spoèíst akci podél klasické trajektorie, mini-

malizující S[x(t)], jako funkci x

00

; x

0

a T . K tomu je tøeba øe¹it klasickou pohybovou rovnici,

která zní

d

2

dt

2

x(t) + !

2

x(t) =

F (t)

m

; x(0) = x

0

; x(T ) = x

00

: (140)

Její øe¹ení hledejme ve tvaru x(t) = x

0

(t)+x

F

(t), kde x

0

(t) je øe¹ení (112) homogenní rovnice

pøíslu¹ející (110),

x

0

(t) = x

00
sin!t

sin!T

+ x

0
sin!(T � t)

sin!T

; (141)

a x

F

(t) je partikulární øe¹ení rovnice s pravou stranou, s okrajovými podmínkami x

F

(0) =

x

F

(T ) = 0. Standardní metodou pro získání takovéhoto partikulárního øe¹ení je metoda

Greenovy funkce. Najdeme-li nejprve øe¹ení rovnice

d

2

dt

2

G

0

(t; s) + !

2

G

0

(t; s) = �(t � s); G

0

(0; s) = 0; G

0

(T; s) = 0; (142)

máme díky linearitì pro øe¹ení rovnice s pravou stranou x

F

(t)

x

F

(t) =

1

m

Z

T

0

dsG

0

(t; s)F (s): (143)
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Standardní výraz pro Greenovu funkci lineárního diferenciálního operátoru druhého øádu je

G

0

(t; s) =W

�1

(�(s� t) 

0

(t) 

T

(s) + �(t� s) 

0

(s) 

T

(t)) ; (144)

kde  

0

(t) a  

T

(t) jsou lineárnì nezávislá øe¹ení splòující poèáteèní podmínky  

0

(0) = 0,

_

 

0

(0) = 1 resp.  

T

(T ) = 0,

_

 

T

(T ) = 1 a W je jejich wronskián,

W = det

�

 

0

(t)  

T

(t)

_

 

0

(t)

_

 

T

(t)

�

: (145)

V na¹em pøípadì  

0

(t) = (1=!) sin!t,  

T

(t) = (1=!) sin!(t � T ) a W = (1=!) sin!T .

V¹imnìme si, ¾e pro T = �n=! je W = 0, obì øe¹ení jsou lineárnì závislá a formuli (144)

nelze pou¾ít. Jak uvidíme pozdìji, Greenova funkce v tomto pøípadì neexistuje, proto budeme

v dal¹ím pøedpokládat T 6= �n=!. Potom je

G

0

(t; s) =

1

! sin!T

(�(s� t) sin!t sin!(s� T ) + �(t� s) sin!s sin!(t� T )) : (146)

Pøi výpoètu klasické akce podél trajektorie x(t) = x

0

(t) + x

F

(t) lze s výhodou pou¾ít

pohybových rovnic

S

klas

[x(t)] =

Z

T

0

dt

 

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

+ F (t)x(t)

!

=

1

2

mx(t) _x(t)j

T

0

�

1

2

Z

T

0

dt

 

x(t)

 

m

d

2

dt

2

x(t) +m!

2

x(t)� 2F (t)

!!

=

=

1

2

 

mx(t) _x(t)j

T

0

+

Z

T

0

dtF (t)x(t)

!

: (147)

Upravme je¹tì

Z

T

0

dtF (t)x

0

(t) = m

Z

T

0

dtx

0

(t)

 

d

2

dt

2

+ !

2

!

x

F

(t):

Pu¾ijeme-li dvakrát integrace per partes a uvìdomíme-li si, ¾e x

F

(0) = x

F

(T ) = 0 a (d

2

=dt

2

+

!

2

)x

0

(t) = 0, dostaneme

Z

T

0

dtF (t)x

0

(t) = mx

0

(t) _x

F

(t)j

T

0

:

Celkem tedy, s uvá¾ením vztahu (143)

S

klas

[x(t)] =

1

2

 

mx

0

(t) _x

0

(t)j

T

0

+ 2

Z

T

0

dtF (t)x

0

(t) +

1

m

Z

T

0

dtdsF (t)G

0

(t; s)F (s)

!

: (148)

Po dosazení do poslední formule za derivaci

_x

0

(t) =

!

sin!T

(x

00

cos!t� x

0

cos!(T � t)) (149)

a pøímoèarých úpravách dostaneme

S

klas

(x

00

; x

0

;T ) =

m!

2 sin!T

(cos!T (x

00
2

+ x

0
2

)� 2x

0

x

00
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+

2x

0

m!

Z

T

0

dt F (t) sin!(T � t) +

2x

00

m!

Z

T

0

dt F (t) sin!t+

Z

T

0

dtdsF (t)F (s)

�(t� s) sin!s sin!(t� T ) + �(s� t) sin!t sin!(s� T )

(m!)

2

): (150)

Tím jsme spoèetli v¹echny ingredience potøebné pro pou¾ití formule (117), zbytek je pøímoèaré

dosazení (poznamenejme, ¾e van Vleckùv determinant je stejný, jako u volného lineárního

harmonického oscilátoru, nebo» odpovídá kvadratické èásti akce a tedy nezávisí funkcionálnì

na F (t)). Máme tedy

K(x

00

; x

0

;T ) =

�

m!

2�i�h sin!T

�

1=2

exp

�

im!

2�h sin!T

�

cos!T (x

0
2

+ x

00
2

)� 2x

0

x

00

�

�

� exp

 

i

�h

 

Z

T

0

dtF (t)x

0

(t) +

1

2m

Z

T

0

dtdsF (t)G

0

(t; s)F (s)

!!

: (151)

Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e v limitì ! ! 0 se reprodukuje propagátor (1-dimenzionální)

èástice v poli vnìj¹í síly.

Uveïme je¹tì jednu reprezentaci Greenovy funkce G

0

(t; s), která má analogii v teorii pole.

G

0

(t; s) je maticovým elementem inverze operátoru d

2

=dt

2

+!

2

na prostoru funkcí na intervalu

(0; T ) splòujících nulové okrajové podmínky pro t = 0; T .

G

0

(t; s) = htj

�

d

2

=dt

2

+ !

2

�

�1

jsi =

X

k

f

k

(t)f

?

k

(s)

!

2

+ �

k

; (152)

kde f

k

(t) jsou normalizované vlastní funkce operátoru d

2

=dt

2

a �

k

jsou pøíslu¹né vlastní

hodnoty. Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e f

k

(t) = (2=T )

1=2

sin(�kt=T ) a �

k

= �(�k=T )

2

, tak¾e

pro G

0

(t; s) máme následující reprezentaci

G

0

(t; s) =

2

T

1

X

k=1

sin(�kt=T ) sin(�ks=T )

!

2

� (�k=T )

2

: (153)

V¹imnìme si, ¾e pro T ! �n=! je n�tý èlen sumy na pravé stranì (153) singulární, operátor

d

2

=dt

2

+ !

2

má nulový mód a Greenova funkce tedy neexistuje.

Limita propagátoru (151) pro T ! �n=! v¹ak existuje. Pi¹me T = �n=! + � , po-

tom sin!T = e

i�n

sin!� , cos!T = e

i�n

cos!� . V limitì � ! 0 máme, polo¾íme-li �

2

=

2i�h sin!�=m!,

K(x

00

; x

0

;�n=! + �) =

1

p

��

exp

 

�

i�n

2

�

i

�h

x

0

Z

�n=!

0

dtF (t) cos!t)

!

� exp

 

i

�h

1

2m!

Z

�n=!

0

dtdsF (t)F (s)(�(s� t) sin!t cos!s+ �(t� s) sin!s cos!t)

!

� exp

0

@

�

1

�

2

 

x

00

� (�1)

n

x

0

+

(�1)

n

m!

Z

�n=!

0

dtF (t) sin!t

!

2

1

A

! �

 

x

00

� (�1)

n

x

0

+

(�1)

n

m!

Z

�n=!

0

dtF (t) sin!t

!

exp

 

�

i�n

2

�

i

�h

x

0

Z

�n=!

0

dtF (t) cos!t)

!

� exp

 

i

�h

1

2m!

Z

�n=!

0

dtdsF (t)F (s)(�(s� t) sin!t cos!s+ �(t� s) sin!s cos!t)

!

:
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(154)

Tento výsledek lze pochopit na klasické úrovni, vzpomeneme-li si na diskusi pou¾itelnosti

formule pro gaussovské integrování v pøedchozí podkapitole. Pro T = �n=! nástává toti¾

situace, kdy øe¹ení klasické pohybové rovnice s okrajovými podmínkami x(0) = x

0

, x(T ) = x

00

existuje jen pro x

0

; x

00

splòující podmínku

x

00

� (�1)

n

x

0

+

(�1)

n

m!

Z

�n=!

0

dtF (t) sin!t = 0: (155)

Øe¹ení x(t; 0; x

0

; v

0

) má toti¾ v tomto pøípadì tvar

x(t; 0; x

0

; v

0

) = x

0

cos!t+

v

0

!

sin!t+

1

m!

Z

�n=!

0

ds�(t� s) sin!(t� s)F (s) (156)

a platí (131) pro ka¾dé v

0

se v¹emi dùsledky popsanými v pøedchozí podkapitole.

Jak jsme ji¾ uvedli vý¹e, van Vleckùv determinant je stejný, jako u volného lineárního

harmonického oscilátoru. Pøepi¹me ho je¹tì do modi�kované podoby, která je bì¾ná v kvantové

teorii pole (srov. pøedchozí podkapitolu):

 

�

1

2�i�h

@

2

S

klas

(x

00

; x

0

;T )

@x

00

@x

0

!

1=2

=

�

m

2�i�hT

�

1=2

"

Det

 

�m(d

2

=dt

2

+ !

2

)=2�

�md

2

=dt

2

=2�

!#

�1=2

: (157)

Pro harmonický oscilátor mù¾eme tedy psát rovnost

32

Z

x(T )=0

x(0)=0

Dx(t) exp

 

�im

2�h

Z

T

0

dtx(t)

 

d

2

dt

2

+ !

2

!

x(t) +

i

�h

Z

T

0

dtF (t)x(t)

!

=

N(T )Det

�1=2

R

 

�m(

d

2

dt

2

+ !

2

)=2�

!

exp

 

i

�h

1

2m

Z

T

0

dtdsF (t)htj

1

(d

2

=dt

2

) + !

2

jsiF (s)

!

;

(159)

kde normalizaèní faktor je

N(T ) =

�

m

2�i�hT

�

1=2

:

Tato formule pøedstavuje pøedpis pro gaussovské integrování na (nekoneènìdimenzionálním)

vektorovém prostoru funkcí s okrajovými podmínkami x(0) = 0, x(T ) = 0. V¹imnìte si

formální podobnosti s formulí pro koneènomìrné gaussovské integrování (88). Tato podobnost

bude dovedena je¹tì dále v následující podkapitole.

Poznamenejme, ¾e výsledky této podkapitoly lze snadno zobecnit na pøípad libovolného

poèáteèního a koncového èasu t

i

; t

f

, kde T = t

f

� t

i

(za pøítomnosti èasovì závislého vnìj¹ího

zdroje není systém translaènì invariantní v èasové promìnné). Pro potøeby dal¹ích odvolávek

uveïme výslednou formuli:

Z

x(t

f

)=x

00

x(t

i

)=x

0

Dx(t) exp

 

im

2�h

Z

t

f

t

i

dt

 

�

d

dt

x(t)

�

2

� !

2

x(t)

2

!

+

i

�h

Z

t

f

t

i

dtF (t)x(t)

!

=

32

Zde Det

R

znamená regularizovaný determinant zavedený v pøedchozí podkapitole,

Det

R

�

A

2�

�

:= Det

�

A=2�

�md

2

=dt

2

=2�

�

: (158)
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�

m!

2�i�h sin!T

�

1=2

exp

�

im!

2�h sin!T

�

cos!T (x

0
2

+ x

00
2

)� 2x

0

x

00

�

�

� exp

�

i

�h sin!T

(x

0

Z

t

f

t

i

dt F (t) sin!(t

f

� t) + x

00

Z

t

f

t

i

dt F (t) sin!(t� t

i

))

�

� exp

i

2�hm! sin!T

Z

t

f

t

i

dtdsF (t)F (s)(�(t� s) sin!(s� t

i

) sin!(t� t

f

)

+ �(s� t) sin!(t� t

i

) sin!(s� t

f

)): (160)

1.8 Vytvoøující funkcionály

Velièinou, kterou jsme se zabývali v pøedchozích podkapitolách, byl evoluèní operátor U [F (t)](t

f

; t

i

)

(ve Schrödingerovì obrazu) pro systém s hamiltoniánem obecného tvaru

H(t) = H

0

� F (t)x̂; (161)

kde hamiltonián H

0

nezávisel explicite na èase a F (t) byl vnìj¹í zdroj.

Jádro takového evoluèního operátoru je pak funkcionálem vnìj¹ího zdroje, který v sobì

nese øadu informací o vlastnostech systému s hamiltoniánemH

0

. Metodám jak tyto informace

získat je vìnována tato podkapitola.

Zaènìme s pøipomenutím pojmu funcionální derivace, který je zobecnìním operace deri-

vace ve smìru pro funkce koneènì mnoha (reálných) promìnných. Pro funkci F (x) se de�nuje

derivace ve smìru � pomocí formule

� �

@

@x

F (x) =

n

X

j=1

�

j

@

@x

j

F (x) =

d

dt

F (x+ t�)j

t=0

: (162)

Parciální derivaci podle promìnné x

i

lze pak chápat jako derivaci ve speciálním smìru, toti¾

pro � = e

i

, kde e

i

je jednotkový vektor ve smìru i-té souøadnicové osy, t.j. e

i

j

= �

i

j

. Je-li

F [x(t)] funkcionál, de�novaný na vhodném prostoru (reálných) funkcí, de�nuje se derivace ve

smìru n(t) zcela analogicky:

hn;

�F

�x

i =

Z

dt

0

n(t

0

)

�F

�x(t

0

)

=

d

ds

F [x(t) + sn(t)]j

s=0

(163)

a funcionální derivace je pak de�nována jako derivace ve speciálním smìru, kdy n(t) = �(t�t

0

),

t.j.

�F

�x(t

0

)

=

d

ds

F [x(t) + s�(t� t

0

)]j

s=0

: (164)

Uveïme nìkolik pøíkladù:

�x(t)

�x(t

0

)

=

d

ds

(x(t) + s�(t� t

0

))j

s=0

= �(t� t

0

)

�dx(t)=dt

�x(t

0

)

=

d

ds

( _x(t) + s�

0

(t� t

0

))j

s=0

= �

0

(t� t

0

)

�

�x(t

0

)

Z

dtF (t)x(t) = F (t

0

)

�x(t)

n

�x(t

0

)

= nx(t)

n�1

�(t � t

0

)

�

�x(t

0

)

Z

dtL(x(t); x

0

(t)) =

@L

@x

�

d

dt

@L

@ _x

: (165)
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V dal¹ím budeme èasto pou¾ívat formuli

�

�F (t

0

)

exp

�

i

�h

Z

dtF (t)x(t)

�

=

i

�h

x(t

0

) exp

�

i

�h

Z

dtF (t)x(t)

�

(166)

Vra»me se nyní k systému, popsanému hamiltoniánem (161). Pova¾ujeme-li H

0

za nepo-

ru¹ený hamiltonián a èlen F (t)x̂ za poruchu, lze psát pro evoluèní operátor v Diracovì obrazu

pøíslu¹ném tomuto rozkladu vztah

S[F (t)](t

f

; t

i

) = exp

�

i

�h

H

0

t

f

�

U [F (t)](t

f

; t

i

) exp

�

�

i

�h

H

0

t

i

�

= Texp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dtF (t)x̂(t)

�

: (167)

Zde x̂(t) je Diracùv obraz operátoru souøadnice, tedy Heisenbergùv obraz operátoru x̂ vzhle-

dem k neporu¹enému hamiltoniánu H

0

:

x̂(t) = exp

�

i

�h

H

0

t

�

x̂ exp

�

�

i

�h

H

0

t

�

; (168)

T znaèí èasové uspoøádání. Jak plyne z výrazu (167), maticové elementy operátoru S[F (t)](t

f

; t

i

)

mezi stacionárními stavy hamiltoniánu H

0

se li¹í od maticových elementù evoluèního operá-

toru U [F (t)](t

f

; t

i

) ve Schrödingerovì obrazu a¾ na fázový faktor exp i(E

f

t

f

�E

i

t

i

)=�h.

Spoètìme následující funkcionální derivaci operátoru S[F (t)](t

f

; t

i

)

33

�

�h

i

�

n

�

n

�F (t

1

) : : : �F (t

n

)

S[F (t)](t

f

; t

i

)j

F (t)=0

=

�

�h

i

�

n

�

n

�F (t

1

) : : : �F (t

n

)

T exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dtF (t)x̂(t)

�

j

F (t)=0

=

�

�h

i

�

n�1

�

n�1

�F (t

2

) : : : �F (t

n

)

T

�

x̂(t

1

) exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dt

0

F (t

0

)x̂(t

0

)

��

j

F (t)=0

= : : : = T

�

x̂(t

1

) : : : x̂(t

n

) exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dt

0

F (t

0

)x̂(t

0

)

��

j

F (t)=0

= T(x̂(t

1

) : : : x̂(t

n

)) : (169)

Tedy operátor S[F (t)](t

f

; t

i

) je operátorovým vytvoøujícím funkcionálem

34

T-souèinù hei-

senbergovských operátorù x̂(t) v teorii s hamiltoniánem H

0

. Podobnì maticové elementy

tohoto operátoru mezi vlastními stavy operátoru H

0

jsou c-èíselné vytvoøující funkcionály,

generující maticové elementy pøíslu¹ných T-souèinù. Výsadní postavení mezi tìmito vytvoøu-

jícími funkcionály má generátor vakuových støedních hodnot

Z[F (t)](t

f

; t

i

) = h0jTexp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dtF (t)x̂(t)

�

j0i; (170)

kde j0i je základní stav hamiltoniánu H

0

. Podívejme se nyní, jak lze pro tyto velièiny získat

reprezentaci dráhovým integrálem.

33

Za znakem T-souèinu operátory x̂(t) komutují, tak¾e lze s nimi manipulovat jako s c-èísly.

34

T.j. rozvoj S[F (t)](t

f

; t

i

) do øady v F (t) má koe�cienty a¾ na faktor rovné tìmto T-souèinùm.
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Známe-li jádro evoluèního operátoru, lze snadno spoèítat pravdìpodobost pøechodu z

libovolného poèáteèního stavu j 

i

i v èase t

i

do libovolného koncového stavu j 

f

i v èase t

f

pomocí formule

h 

f

jU [F (t)](t

f

; t

i

)j 

i

i =

Z

dx

0

dx

00

 

f

(x

00

)

?

 

i

(x

0

)K(x

00

; x

0

; t

f

; t

i

)

=

Z

dx

0

dx

00

 

f

(x

00

)

?

 

i

(x

0

)

Z

x(t

f

)=x

00

x(t

i

)=x

0

Dx(t) exp

�

i

�h

S[x(t); F (t)]

�

; (171)

kde S[x(t); F (t)] =

R

t

f

t

i

dt(L(x(t); _x(t)) + F (t)x(t)). Díky formuli (167) máme tedy

Z[F (t)](t

f

; t

i

) = exp

�

i

�h

E

0

(t

f

� t

i

)

�

�

Z

dx

0

dx

00


(x

00

)

?


(x

0

)

Z

x(t

f

)=x

00

x(t

i

)=x

0

Dx(t) exp

�

i

�h

S[x(t); F (t)]

�

; (172)

kde 
(x) = hxj0i je vlnová funkce základního stavu. Tato reprezentace funkcionálu Z[F (t)](t

f

; t

i

)

je vhodná tehdy, známe-li explicite tvar funkce 
(x) (a jsme-li schopni spoèítat pøíslu¹né inte-

grály). Èasto je proto výhodnìj¹í následující procedura

35

. Pro jednoduchost pøedpokládejme,

¾e hamiltonián H

0

má èistì bodové spektrum

36

s vlastními hodnotami E

n

a vlastními funk-

cemi 


n

(x). Potom mù¾eme psát spektrální rozklad implikující následující asymptotiku pøi

analytickém prodlou¾ení do imaginárního èasu:

hx

00

j exp

�

�

i

�h

H

0

t

�

jx

0

i =

X

n




n

(x

00

)


?

n

(x

0

) exp

�

�

i

�h

E

n

t

�

! 
(x

00

)


?

(x

0

) exp

�

�

1

�h

E

0

�

�

pro t = �i� ! �i1: (173)

Máme tedy s u¾itím rovností (172,167,173):

lim

T

f;i

!�i1

e

i

�h

E

0

(T

f

�T

i

)

hx

f

j exp

�

�

i

�h

H

0

(T

f

� t

f

)

�

U [F (t)](t

f

; t

i

) exp

�

�

i

�h

H

0

(t

i

� T

i

)

�

jx

i

i

= lim

T

f;i

!�i1

exp

�

i

�h

E

0

(T

f

� T

i

)

�

Z

dx

0

dx

00

hx

f

j exp

�

�

i

�h

H

0

(T

f

� t

f

)

�

jx

00

i

� hx

00

jU [F (t)](t

f

; t

i

)jx

0

ihx

0

j exp

�

�

i

�h

H

0

(t

i

� T

i

)

�

jx

i

i

= 
(x

f

)


?

(x

i

) exp

�

i

�h

E

0

(t

f

� t

i

)

�

Z

dx

0

dx

00


(x

00

)

?


(x

0

)hx

00

jU [F (t)](t

f

; t

i

)jx

0

i

= Z[F (t)](t

f

; t

i

)
(x

f

)


?

(x

i

): (174)

Na druhé stranì výraz pod limitou na levé stranì (174) lze vyjádøit dráhovým integrálem

e

i

�h

E

0

(T

f

�T

i

)

hx

f

j exp

�

�

i

�h

H

0

(T

f

� t

f

)

�

U [F (t)](t

f

; t

i

) exp

�

�

i

�h

H

0

(t

i

� T

i

)

�

jx

i

i

=

Z

x(T

f

)=x

f

x(T

i

)=x

i

Dx(t) exp

 

i

�h

(

Z

T

f

T

i

dt(L(x(t); _x(t)) +E

0

) +

Z

t

f

t

i

dtx(t)F (t))

!

: (175)

35

V kvantové teorii pole neexistuje jiná mo¾nost.

36

Jako pøíklad mù¾e slou¾it harmonický oscilátor. Pro platnost následujících úvah staèí, aby základní stav

odpovídal diskrétnímu bodu spektra hamiltoniánu H

0

.

32



V¹imnìte si, ¾e v exponenciále stojí \renormalizovaný" lagrangián, pøíslu¹ný hamiltoniánu

H

0

� E

0

(s nulovou energií základního stavu), a ¾e pùsobení vnìj¹ího zdroje je omezeno

na èasový interval (t

i

; t

f

), který je èástí intervalu (T

i

; T

f

). Výsledná reprezentace dráhovým

integrálem tudí¾ je

Z[F (t)](t

f

; t

i

)
(x

f

)


?

(x

i

) =

lim

T

f;i

!�i1

Z

x(T

f

)=x

f

x(T

i

)=x

i

Dx(t) exp

 

i

�h

(

Z

T

f

T

i

dt(L(x(t); _x(t)) +E

0

) +

Z

t

f

t

i

dtx(t)F (t)]

!

:(176)

Tedy k výpoètu fukcionálu Z[F (t)](t

f

; t

i

) staèí spoèítat dráhový integrál (175), díky norma-

lizaci Z[0](t

f

; t

i

) = 1 souèasnì obdr¾íme vlnovou funkci základního stavu 
(x).

Døíve, ne¾ se budeme blí¾e zabývat reprezentací (176), ilustrujme popsanou proceduru na

pøíkladu harmonického oscilátoru.

Integrál (175) získáme z formule (160) zámìnou T ! (T

f

� T

i

), t

i;f

! T

i;f

, F (t) !

�

(t

i

;t

f

)

(t)F (t), kde �

(t

i

;t

f

)

(t) je charakteristická funkce intervalu (t

i

; t

f

). Uvá¾íme-li, ¾e energie

základního stavu E

0

= �h!=2, dostaneme po analytickém prodlou¾ení ve smyslu formule (174)

Z[F (t)](t

f

; t

i

)
(x

f

)


?

(x

i

) = lim

T

f;i

!�1

e
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�T

i
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i
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�
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f

� T

i
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�
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f
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i

)(x

i

2
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f

2

)� 2x

i

x

f

�

!
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2�h sinh!(T

f

� T

i

)

(

2x

i

m!

Z

t

f

t

i

dt F (t) sin!(�iT

f

� t)

+

2x

f

m!

Z

t

f

t

i

dt F (t) sin!(t+ iT

i

)))

� exp(�

1

2�hm! sinh!(T

f

� T

i

)

Z

t

f

t

i

dtdsF (t)F (s)(�(s� t) sin!(t+ iT

i

) sin!(s+ iT

f

)

+ �(t� s) sin!(s+ iT

i

) sin!(t+ iT

f
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(177)

Výpoèet limity je pøímoèarý, jako výsledek obdr¾íme

Z[F (t)](t

f

; t

i

)
(x

f

)


?

(x

i

) =

�

m!

��h

�

1=2

exp

�

�

m!

2�h

(x

i

2

+ x

f

2

)

�

exp

�

i

2m�h

Z

t

f

t

i

dtdsF (t)F (s)

i

2!

e

�i!jt�sj

�

; (178)

jako vedlej¹í produkt jsme zreprodukovali známý tvar vlnové funkce základního stavu harmo-

nického oscilátoru


(x) =

�

m!

��h

�

1=4

exp

�

�

m!

2�h

x

2

�

:

Tedy pro vytvoøující funkcionál Z[F (t)](t

f

; t

i

) máme výslednou formuli

Z[F (t)](t

f

; t

i

) = exp

�

i

2�h

Z

t

f

t

i

dtdsF (t)F (s)G

F

(t; s)

�

; (179)

33



kde G

F

(t; s) je kauzální (Feynmanova) Greenova funkce lineárního operátorum

�

d

2

=dt

2

+ !

2

�

na intervalu (�1;1):

G

F

(t; s) = htj

�

m

�

d

2

=dt

2

+ !

2

� i"

��

�1

jsi

= �

1

m

Z

dE

2�

e

�iE(t�s)

E

2

� !

2

+ i"

=

i

2m!

e

�i!jt�sj

: (180)

Z formule (179) plyne

h0jT x̂(t)x̂(t

0

)j0i =

�

�h

i

�

2

�

2

�F (t)�F (t

0

)

Z[F (t)](t

f

; t

i

)j

F (t)=0

=

�h

i

G

F

(t; t

0

); (181)

co¾ dává fyzikální interpretaci G

F

v termínech vakuové støední hodnoty T-souèinu dvou he-

isenbergovských operátorù souøadnice. Funkcionálním derivováním formule (179) dostaneme

dále

h0jT (x̂(t

1

)x̂(t

2

) : : : x̂(t

2k+1

)j0i = 0

h0jT (x̂(t

1

)x̂(t

2

) : : : x̂(t

2k

)j0i =

X

hi

l

;j

l

i

(�i�h)

k

k

Y

l=1

G

F

(t

i

l

; t

j

l

); (182)

kde se v poslední formuli sèítá pøes v¹echna mo¾ná spárování indexù i

l

; j

l

= 1; 2; : : : ; 2k.

Uka¾me je¹tì na tomto pøíkladu, jak lze pomocí vytváøejícího funkcionálu získat kompletní

informaci o fyzikálním systému, tj. jak poèítat maticové elementy operátorù mezi stacio-

nárními stavy. Fyzikálním pozorovatelným odpovídají heisenbergovské operátory, které jsou

funkcemi operátorù x̂(t) a p̂(t) = m

_

x̂(t). Pro n-tý stacionární stav harmonického oscilátoru

máme

jni =

a

+

(t)

n

(n!)

1=2

j0ij

t=0

; (183)

kde pro kreaèní operátor máme vztah

a

+

(t) =

�

m!

2�h

�

1=2

�

x̂(t)�

i

m!

p̂(t)

�

=

�

m!

2�h

�

1=2

�

x̂(t)�

i

!

_

x̂(t)

�

: (184)

Podobnì pro anihilaèní operátor máme

a(t) =

�

m!

2�h

�

1=2

�

x̂(t) +

i

!

_

x̂(t)

�

: (185)

Støední hodnoty T -souèinù tìchto operátorù v základním stavu dostaneme z vytvoøujícího

funkcionálu aplikováním funkcionálních derivací a derivováním podle èasových argumentù.

Uspoøádáme-li jednotlivé èasové argumenty v T -souèinu vhodným zpùsobem tak, aby kreaèní

operátory pùsobily napravo a anihilaèní operátory nalevo od operátoru O(x̂; p̂), mù¾eme pro

jeho maticový element psát

hnjO(x̂; p̂)jmi =

1

(n!m!)

1=2

h0ja(0)

n

O(x̂(0); p̂(0))a

+

(0)

m

j0i =

lim
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�

; t

n

! 0

+

t

�m

< : : : < t
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n

1
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1=2

�

m!

2�h

�

(n+m)=2

�
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�

n+m
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�
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: (186)

Tj. napø.

h0jx̂j1i = lim

t!0
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i

G

F

(t; 0) =
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�h

2m!

�

1=2

; (187)

co¾ je výsledek shodný s výsledkem pøímého výpoètu. Jak uvidíme v dal¹ím, podobný postup

pro získání maticových elementù operátorù mezi stacionárními stavy a elementù S-matice se

u¾ívá v kvantové teorii pole (tzv. LSZ formule).

Zmiòme se je¹tì o jedné metodì vydìlení pøíspìvku základního stavu, který nevy¾aduje

pøechod ke komplexním èasùm. Pøidáme-li toti¾ k hamiltoniánu in�nitezimální antihermitov-

ský dodatek, dodáme vlastním hodnotám in�nitezimální zápornou imaginární èást, která opìt

potlaèí pøíspìvky vy¹¹ích excitovaných stavù. Tato metoda vede také ke správnému pravidlu

na obchod pólù ve Fourierovì transformaci dvoubodové Greenovy funkce.

Ilustrujme pùvod a výsledný efekt dodateèných \i"" èlenù na pøíkladu harmonického osci-

látoru. Vyjdìme z formule (172). Exponenciální faktor pocházející z vlnových funkcí základ-

ního stavu lze zapsat ve tvaru

exp

�

�

�

m!

2�h

�

(x

00
2

+ x

0
2

)

�

= exp

�
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�h
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2

i"m! lim

t

f;i

!�1

Z

t

f

t

i

dtx(t)

2

e

�"jtj

�

; (188)

kde " je kladné in�nitesimální (t.j. ve výsledku se pøedpokládá limita "! 0

+

). Platí toti¾

lim

"!0

+

"

Z

1

�1

dtf(t)e

�"jtj

= lim

"!0

+

Z

1

�1

dtf(t=")e

�jtj

=

Z

1

�1

dtf(sign(t)1)e

�jtj

= f(1) + f(�1) (189)

Zahrneme-li tedy èlen

1

2

i"m!

R

t

f

t

i

dtx(t)

2

e

�"jtj

do akce dráhového integrálu, (ve kterém pak

integrujeme pøes v¹echny trajektorie bez omezení na hodnoty x(t

i

); x(t

f

)), vhodnì celý výraz

normalizujeme tak, aby Z[0] = 1 a vezmeme limitu t

f;i

! �1, dostáváme

Z[F (t)] = lim

"!0

+

R

Dx(t) exp

�
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�h

R

1

�1

dt(L(x(t); _x(t)) +

1
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i"m!x(t)

2
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�"jtj

+ F (t)x(t))

�

R

Dx(t) exp

�
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�h

R
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�1

dt(L(x(t); _x(t)) +

1

2

i"mx(t)

2

e

�"jtj

)

�

: (190)

Poèítáme-li výsledný gaussovský integrál, lze v rovnici pro klasickou trajektorii

37

nahradit

faktor e

�"jtj

jednièkou, nebo» rozdíl generuje èleny vy¹¹ího øádu v ". Efektivnì to znamená

zámìnu !

2

! !

2

� i"! ve výrazu pro akci. Pøi výpoètu dráhového integrálu(190) lze tedy

37

Okrajové podmínky pro Greenovu funkci je tøeba volit x(�1) = 0, co¾ opìt odpovídá kvantovým 
uk-

tuacím kolem klasické trajektorie s F (t) = 0. Pøíspìvky v¹ech klasických trajektorií s F (t) = 0 se zru¹í

normalizaèním faktorem (jmenovatelem výrazu (190)).
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vyjít z formule (160), v ní¾ provedeme zámìnu ! ! !� i�, � ! 0, pøeintegrujeme pøes x

0

; x

00

a provedeme limitu

38

t

f;i

! �1; tento postup reprodukuje výsledek (179).

V¹imnìme si, ¾e výsledek (179) lze získat formálnì pøímo pomocí (190), ani¾ bychom

vycházeli z formule (160). Speci�kujeme-li prostor trajektorií, pøes které se provádí gaussovská

integrace v (190), pomocí okrajových podmínek

39

x(t)! 0 pro t! �1 (to je postup typický

pro kvantovou teorii pole), je operátorm

�

d

2

=dt

2

+ !

2

� i"!

�

invertibilní a klasická trajektorie

má tvar

x(t) =

 

m

 

d

2

dt

2

+ !

2

� i"!

!!

�1

F (t) =

Z

1

�1

dsG

F

(t; s)F (s): (191)

Dodateèný i"-èlen ve Fourierovì obrazu jádra G

F

(t; s) je tentý¾ jako v rovnici (180). Dosaze-

ním této klasické trajektorie do akce znovu zreprodukujeme výsledek (179).

1.9 Vytvoøující funkcionál souvislých Greenových funkcí a efektivní akce

V této podkapitole zavedeme dal¹í dva funkcionály odvozené od vytvoøujícího funkcionálu

Z[F ] vakuových støedních hodnot T-uspoøádadaných souèinù heisenbergovských operátorù

b

x(t),

Z[F ] =

1

X

n=0

1

n!

�

i

�h

�

n

Z

dt

1

: : : dt

n

F (t

1

) : : : F (t

n

)h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

) : : :

b

x(t

n

)j0i; (192)

který jsme de�novali v pøedchozí podkapitole. Tyto nové funkcionály budou podobnì jako

Z[F ] generovat Greenovy funkce, které budou co do struktury \elementárnìj¹í" ne¾ pùvodní

vakuové støední hodnoty - budou v jistém smyslu jejich \stavebními bloky".

Prvním z tìchto dvou funkcionálù je generující funkcionál tzv. souvislých

40

Greenových

funkcí, pro nì¾ se u¾ívá znaèení h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

) : : :

b

x(t

n

)j0i

c

. Ty jsou de�novány rekurentnì.

Jednobodová souvislá Greenova funkce je de�nitoricky rovna vakuové støední hodnotì

41

ope-

rátoru

b

x(t)

h0jT

b

x(t)j0i = h0jT

b

x(t)j0i

c

= h0j

b

x(t)j0i = h0j

b

x(0)j0i: (193)

Rekurentní relace pro n�bodovou funkci pak zní

42
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=
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)

b

x(t

i
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s

) : : :

b
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s
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)j0i
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: (194)

Zde jsme zavedli symbolickou sumu

X

rozklad

�

n

X

s=1

X

[

s

k=1

fi

j

k

g

n

k

j=1

= f1; 2; : : : ; ng

P

k

n

k

= n; fi

j

k

g

n

k

j=1

\ fi

j

l

g

n

l

j=1

= ;

; (195)

38

Na poøadí posledních dvou operací efektivnì nezále¾í.

39

Tedy trajektorie vycházejí v t = �1 z \klasického vakua" x = 0 a konèí v èase t = 1 opìt v klasickém

základním stavu x = 0.

40

Jak uvidíme v dal¹ím, souvislé Greenovy funkce budou dány v rámci poruchové teorie sumou pøíspìvkù

souvislých Feynmanových grafù.

41

Zde vyu¾íváme de�nici heisenbergovského operátoru bx(t) = exp

�

i

�h

Ht

�

bx exp

�

�

i

�h

Ht

�

a stacionaritu zá-

kladního stavu, t.j. vztah exp

�

�

i

�h

Ht

�

j0i = exp

�

�

i

�h

E

0

t

�

j0i kde E

0

je energie základního stavu.

42

Tato de�nice je analogická klastrovému rozkladu známému z klasické statistické mechaniky.
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odpovídající souètu pøes v¹echny mo¾né rozklady mno¾iny indexù f1; 2; : : : ; ng na vzájemnì

disjunktní podmno¾iny (klastry). Souvislá n�bodová Greenova funkce tedy vznikne z pùvodní

vakuové støední hodnoty odeètením v¹ech nesouvislých pøíspìvkù (t.j. pøíspìvkù faktorizují-

cích se na souèin souvislých n

k

< n�bodových Greenových funkcí, kde

P

k

n

k

= n). Napøíklad

pro dvoubodovou funkci dostaneme z pøedchozích relací

h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i = h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i

c

+ h0j

b

x(t

1

)j0i

c

h0j

b

x(t

2

)j0i

c

; (196)

a tedy s vyu¾itím relace (193)

h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i

c

= h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i � h0j

b

x(t

1

)j0ih0j

b

x(t

2

)j0i: (197)

Analogicky, pro tøíbodovou funkci plyne z (194)

h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0i = h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0i

c

+h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i

c

h0j

b

x(t

3

)j0i

c

+h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

3

)j0i

c

h0j

b

x(t

2

)j0i

c

+h0jT

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0i

c

h0j

b

x(t

1

)j0i

c

+h0j

b

x(t

1

)j0i

c

h0j

b

x(t

2

)j0i

c

h0j

b

x(t

3

)j0i

c

(198)

a dosazením za jednobodovou a dvoubodovou souvislou funkci z (193) a (197) dostaneme

h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0i

c

= h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0i

�h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0ih0j

b

x(t

3

)j0i

�h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

3

)j0ih0j

b

x(t

2

)j0i

�h0jT

b

x(t

2

)

b

x(t

3

)j0ih0j

b

x(t

1

)j0i

+2h0j

b

x(t

1

)j0ih0j

b

x(t

2

)j0ih0j

b

x(t

3

)j0i: (199)

Najdìme nyní explicitní øe¹ení rekurentních relací (194) v obecném pøípadì. K tomu vyu¾i-

jeme vztahu souvislých Greenových funkcí a vytvoøujícího funkcionálu Z[F ]. Pomocí de�nice

(194) pro nìj postupnì dostáváme (srov. (192))

Z[F ] =

1

X

n=0

1

n!

�

i

�h

�

n

Z

dt

1

: : : dt

n

F (t

1

) : : : F (t

n

)h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

) : : :

b

x(t

n

)j0i

=

1

X

n=0

1

n!

�

i

�h

�

n

Z

dt

1

: : : dt

n

F (t

1

) : : : F (t

n

)

�

X

rozklad

h0jT

b

x(t

i

1

1

) : : :

b

x(t

i

n

1

1

)j0i

c

: : : h0jT

b

x(t

i

1

s

) : : :

b

x(t

i

n

s

s

)j0i

c

=

1

X

n=0

1

n!

�

i

�h

�

n

X

rozklad

Z

dt

i

1

1

: : : dt

i

n

1

1

F (t

i

1

1

) : : : F (t

i

n

1

1

)h0jT

b

x(t

i

1

1

) : : :

b

x(t

i

n

1

1

)j0i

c

� : : :

Z

dt

i

1

1

: : : dt

i

n

1

1

F (t

i

1

1

) : : : F (t

i

n

1

1

)h0jT

b

x(t

i

1

1

) : : :

b

x(t

i

n

1

1

)j0i

c

: (200)

Proto¾e se pøes èasové argumenty integruje, dávají jednotlivé èleny sumy pøes rozklady, li¹ící

se pouze permutací indexù, stejný pøíspìvek. Napøíklad tøi èleny ve druhém a¾ ètvrtém øádku

rozkladu (198) pøispívají stejnì, odpovídající vklad jednoho èlenu èiní

Z

dt

1

dt

2

dt

3

F (t

1

)F (t

2

)F (t

3

)h0jT

b

x(t

1

)

b

x(t

2

)j0i

c

h0jT

b

x(t

3

)j0i

c

:
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V obecném pøípadì tento pøíspìvek závisí na posloupnosti nezáporných celých èísel fn

j

g,

která udávají poèet klastrù sestávajících z j prvkù (v pøedchozím pøíkladu je n

1

= n

2

= 1 a

n

j

= 0 pro j > 2) a je roven

Z[F ]

fn

j

g

=

n

Y

j=1

�

i

�h

W

j

[F ]j!

�

n

j

; (201)

kde jsme oznaèili

W

j

[F ] = �i�h

1

j!

�

i

�h

�

j

Z

dt

1

: : : dt

j

F (t

1

) : : : F (t

j

)h0jT

b

x(t

1

) : : :

b

x(t

j

)j0i

c

(202)

Takových pøíspìvkù je

C

fn

j

g

=

(

P

j

jn

j

)!

Q

n

j=1

(j!)

n

j

n

j

!

:

Tento faktor odpovídá poètu zpùsobù, jak rozmístit n =

P

n

j=1

jn

j

èasových argumentù do

N =

P

1

j=1

n

j

klastrù, pøièem¾ klastry stejné délky jsou nerozli¹itelné. Lze tedy psát

Z[F ] =

1

X
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1
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X
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j
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j

=n
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=
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=
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(
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; (203)

kde

P

fn

j

g

pøedstavuje sumu pøes v¹echny posloupnosti nezáporných celých èísel bez omezení

na

P

j

jn

j

. Proto lze v posledním výrazu zamìnit poøadí souèinu a sumy, a tedy

Z[F ] =

1

Y

j=1

1

X

n

j

=0

1

n

j

!

�

i

�h

W

j

[F ]

�

n

j

=

1

Y

j=1

exp

�
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�h

W

j

[F ]

�

: (204)

De�nujeme-li tedy vytvoøující funkcionál souvislých Greenových funkcí vztahem

W [F ] =

1

X

n=1

W

n

[F ]

= �i�h

1

X
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1

n!
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n
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b
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;(205)
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lze pravou stranu formule (204) pøepsat na kompaktní tvar

43

Z[F ] = exp

i

�h

W [F ]: (206)

Hledané obecné øe¹ení rekurentních relací (194) lze tedy psát ve tvaru

h0jT

b

x(t
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)

b

x(t

2

) : : :

b

x(t

n

)j0i
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=
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n
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)�F (t

2
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)
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n

�

n

�F (t

1

)�F (t

2

) : : : �F (t

n

)

lnZ[F ]j

F=0

: (207)

Uveïme explicitní pøíklad této obecné konstrukce. Pro lineární harmonický oscilátor máme

z formule (179)

W [F ] =

1

2

Z

dtdsF (t)F (s)G

F

(t; s) (208)

tedy jediná netriviální souvislá Greenova funkce je dvoubodová funkce

h0jT

b

x(t)

b

x(s)j0i

c

= h0jT

b

x(t)

b

x(s)j0i =

�h

i

G

F

(t; s)

a v¹echny vícebodové funkce jsou nesouvislé (srov (182)).

Druhým funkcionálem, který zavedeme v této podkapitole, je tzv. efektivní akce. Nejprve

de�nujme

x

cl

(t) =

�W [F ]

�F (t)

= �i�h

1

Z[F ]

�Z[F ]

�F (t)

=

h0jT

b

x(t) exp

�

i

�h

R

d�F (�)

b

x(�)

�

j0i

h0jT exp

�

i

�h

R

d�F (�)

b

x(�)

�

j0i

(209)

a pomocí této velièiny, která je pro F = 0 identická s vakuovou støední hodnotou operátoru

b

x(t), de�nujme efektivní akci jako funkcionální analogii Legendrovy transformace funkcionálu

W [F ]

�[x

cl

] =W [F ]�

Z

dtF (t)x

cl

(t): (210)

Dùsledkem formulí (209) a (210) je platnost \kvantové pohybové rovnice" ve tvaru

��[x

cl

]

�x

cl

(t)

= �F (t): (211)

Skuteènì, máme postupnì

��[x

cl

]

�x

cl

(t)

=

Z

d�

�W [F ]

�F (�)

�F (�)

�x

cl

(t)

�

Z

d�

�F (�)

�x
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(t)

x
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(�)� F (t)

= �F (t): (212)

Koe�cientní funkce �

(n)

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) rozvoje efektivní akce

�[x

cl

] =

1

X

n=1

1

n!

Z

dt

1

: : : dt

n

�

(n)
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; : : : ; t

n

)x
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(t

1

)x
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(t

2

) : : : x

cl

(t

n

) (213)

43

Tato formule není nièím jiným ne¾ kombinatorickým Mayerovým teorémem, známým m.j. z klasické sta-

tistické mechaniky.
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se nazývají vlastní vrcholy nebo (z dùvodù, které budou jasné pozdìji) jednoèásticovì iredu-

cibilní (useknuté) Greenovy funkce (1PI Greenovy funkce).

Pro ilustraci spoèítejme efektivní akci pro lineární harmonický oscilátor. Máme s u¾itím

(208)

x

cl

(t) =

Z

dsG

F

(t; s)F (s); (214)

tedy, proto¾e G

F

(s; t) = hsj

�

m

�

d

2

=dt

2

+ !

2

� i"

��

�1

jti,

F (t) = m

 

d

2

dt

2

+ !

2

!

x

cl

(t); (215)

a tedy

�[x

cl

] = �

1

2

Z

dtdsF (t)G

F

(t; s)F (s)

= �

1

2

m

Z

dtx

cl

(t)

 

d

2

dt

2

+ !

2

!

x
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(t)

=

Z

dt

 

m

_x

cl

2

(t)

2

�

m!

2

x

cl

(t)

2

!

; (216)

kde jsme pøi poslední úpravì pou¾ili integraci per partes

44

. Tedy efektivní akce v je tomto

pøípadì rovna klasické akci. Jak uvidíme v dal¹ím, pro systém s obecnou klasickou akcí S[x(t)]

platí

�[x

cl

(t)] = S[x

cl

(t)] +O(�h); (217)

kde druhý èlen pøedstavuje kvantové korekce. V tomto smyslu lze formuli (211) chápat jako

kvantový analog pohybové rovnice

�S

�x(t)

= �F (t) (218)

pro klasický systém s akcí S

F

[x(t)] s vnìj¹ím zdrojem F (t), S

F

[x(t)] = S[x(t)]+

R

dtF (t)x(t).

Øe¹ením této kvantové pohybové rovnice dostaneme vakuovou støední hodnotu x

cl

(t)j

F=0

=

h0j

b

x(t)j0i.

Vra»me se k interpretaci 1PI Greenových funkcí. Pro jednoduchost budeme pøedpokládat

45

h0j

b

x(t)j0i = 0. Funkcionálním zderivováním rovnice (211) podle F (s) dostaneme

�

2
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=
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(t)�x
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�

2

W [F ]

�F (�)�F (s)

= ��(t� s): (219)

44

Povrchové èleny nepøispívají, pøedpokládáme-li dostateènì rychlé ubývání F (t) pro t! �1.

45

V pøípadì, ¾e h0jbx(t)j0i 6= 0, zùstávají následující úvahy v platnosti, de�nujeme-li velièinu ~x

cl

(t), do její¾

mocnin rozvíjíme �[x

cl

], pomocí vztahu

�W [F ]

�F (t)

= ~x

cl

(t) + h0jbx(t)j0i;

t.j. de�nujeme-li 1PI Greenovy funkce jako

�
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:
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Tedy jádra �

2

�[x

cl

]=(�x

cl

(t)�x

cl

(�)) a �

2

W [F ]=(�F (�)�F (s)) jsou navzájem inverzní; polo¾íme-

li specielnì v (219) F = 0, (a tedy také x

cl

= 0), dostaneme

Z

d��

(2)

(t; �)W

(2)

(�; s) = ��(t� s); (220)

kde jsme oznaèili
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: (221)

Tzn. �

(2)

(t; �) je a¾ na faktor inverzní jádro dvoubodové (souvislé) Greenovy funkce.

Odvoïme nyní relace, vyjadøující vztah mezi souvislými a 1PI Greenovými funkcemi v

obecném pøípadì. Z de�nice �[x

cl

] plyne
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) (222)

kde za x

cl

(t) je tøeba dosadit øe¹ení kvantové pohybové rovnice (211). Rovnice (211) má tvar
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) (223)

a s pou¾itím (220) ji pøepi¹me do formy

x
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Tento vztah lze chápat jako iterativní formuli pro rozvoj funkcionálu x

cl

[F ](t) do mocnin F .

Nultá iterace je

x

(0)

cl

(t) =

Z

dsW

(2)

(t; s)F (s): (225)

Dosazením x

(0)

cl

(t) za x

cl

(t) do (224) dostaneme první iteraci

x

(1)

cl

(t) =

Z

dsW

(2)

(t; s)F (s)

+

1

X

n=3

1

(n� 1)!

Z

dt

1

: : : dt

n

W

(2)

(t; t

1

)�

(n)

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)x

(0)

cl

(t

2

) : : : x

(0)

cl

(t

n

)

=

Z

dsW

(2)

(t; s)F (s)

+

1

X

n=3

1

(n� 1)!

Z

dt

1

: : : dt

n

W

(2)

(t; t

1

)�

(n)

(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

�

Z

ds

2

W

(2)

(t

2

; s

2

)F (s

2

) : : :

Z

ds

n

W

(2)

(t

n

; s

n

)F (s

n

); (226)

41



atd. Obecnì

x

(n)

cl

(t) =

Z

dsW

(2)

(t; s)F (s)

+

1

X

m=3

1

(m� 1)!

Z

dt

1

: : : dt

m

W

(2)

(t; t

1

)�

(m)

(t

1

; t

2

; : : : ; t

m

)x

(n�1)

cl

(t

2

) : : : x

(n�1)

cl

(t

m

):

(227)

Tato iteraèní procedura generuje postupnì èleny, které mají názornou gra�ckou interpretaci

- lze je toti¾ zobrazit jako souvislé grafy, slo¾ené z vrcholù (tìm odpovídají 1PI Greenovy

funkce) a vnìj¹ích a vnitøních linií (tìm odpovídá dvoubodová souvislá Greenova funkce).

Popi¹me tuto korespondenci podrobnìji. Typický èlen generovaný iteraèní procedurou má

tvar

Z

V

Y

j=1

n

j

Y

k=1

ds

(j)

k

W

(2)

(t; s

(1)

1

)

V

Y

j=1

�

(n

j

)

(s

(j)

1

; : : : ; s

(j)

n

j

)

�

E

Y

k=1

Z

d�

l

W

(2)

(�

l

; �

l

)F (�

k

)

I

Y

m=1

W

(2)

(s

m

; t

m

): (228)

Integrand obsahuje souèin \kmene"grafu W

(2)

(t; s

(1)

1

), napojeného ve \spojovacím bodì" s

(1)

1

na jeden z celkového poètu V vrcholù (1PI Greenových funkcí) �

(n

j

)

se spojovacími body

fs

(j)

k

g

n

j

k=1

, pøes které se integruje, dále E vnìjsích linií

R

d�

l

W

(2)

(�

l

; �

l

)F (�

k

) napojených

na vlastní vrcholy (tím se míní, ¾e �

l

2 [

n

j=1

fs

(j)

1

; : : : ; s

(j)

n

j

g) a koneènì I vnitøních linií

W

(2)

(s

m

; t

m

) spojujících rùzné vlastní vrcholy, (tj. s

m

2 fs

(j)

1

; : : : ; s

(j)

n

j

g a t

m

2 fs

(k)

1

; : : : ; s

(k)

n

k

g

kde j 6= k). Pøitom v¹echna �

l

, s

m

a t

m

jsou navzájem rùzná. Takovéto pøíspìvky se sèítají

pøes v¹echna mo¾ná \propojení" a v¹echna mo¾ná E, I, fn

j

g

V

j=1

, pro nì¾ jsou splnìny relace

(E + 1) + 2I =

V

X

j=1

n

j

; (229)

I � V + 1 = 0: (230)

Zobrazíme-li ka¾dý takovýto pøíspìvek jako graf, sestrojený z vý¹e popsaných vrcholù, vnitø-

ních a vnìj¹ích linií, pøedstavuje relace (229) tvrzení, ¾e z vrcholu odpovídajícímu n

j

-bodové

1PI Greenovì funkci vychází právì n

j

linií (po jedné z ka¾dého \spojovacího bodu" s

(j)

k

),

zatímco relace (230) znamená, ¾e takto sestrojený graf nemá ¾ádnou smyèku - jedná se tedy o

tzv. stromový graf. Do n-té iterace pak pøispívají takové \stromy", jejich¾ maximální \vý¹ka"

(tj. maximální poèet vrcholù, které lze projít pøi cestì od \kmene stromu" po vnitøních liniích

dokud se nenarazí na vnìj¹í linii, pøièem¾ ka¾dá vnitøní linie se projde nanejvý¹ jednou) je

men¹í nebo rovna n.

Tyto iterace generují spolu se vztahem (222) hledané formule, vyjadøující souvislé Gree-

novy funkce pomocí 1PI funkcí. Uka¾me na pøíkladu tøíbodové a ètyøbodové souvislé Gree-

novy funkce, jak tyto formule pracují. Abychom tyto funkce získali, staèí najít øe¹ení (224) do

øádu

46

O(F

3

). To snadno obdr¾íme z první a druhé

47

iterace. První iterace dává (viz (226))

x

(1)

cl

(t) =

Z

dsW

(2)

(t; s)F (s)

46

Pøipomeòme, ¾e x

cl

(t) = �W [F ]=�F (t).

47

Ka¾dá dal¹í iterace produkuje korekce, které jsou øádu O(F

4

).

42



+

1

2

Z

dt

1

dt

2

dt

3

ds

2

ds

3

W

(2)

(t; t

1

)�

(3)

(t

1

; t

2

; t

3

)

�W

(2)

(t

2

; s

2

)F (s

2

)W

(2)

(t

3

; s

3

)F (s

3

)

+

1

3!

Z

dt

1

dt

2

dt

3

dt

4

ds

2

ds

3

ds

4

W

(2)

(t; t

1

)�

(4)

(t

1

; t

2

; t

3

; t

4

)

�W

(2)

(t

2

; s

2

)F (s

2

)W

(2)

(t

3

; s

3

)F (s

3

)W

(2)

(t

4

; s

4

)F (s

4

)

+ O(F

4

): (231)

Dosadíme-li x

(1)

cl

do vztahu (227) a podr¾íme-li pouze èleny do øádu O(F

3

), dostaneme

x

(2)

cl

(t) = x

(1)
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(t) + 2

1
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Z

dt
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2
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Odtud máme pro tøíbodovou funkci
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Podobnì pro ètyøbodovou funkci
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(234)

Jak je vidìt v tìchto speciálních pøípadech, souvislé Greenovy funkce se konstruují z 1PI

funkcí tak, ¾e se zapoèítají pøíspìvky v¹ech mo¾ných stromových grafù, sestrojených z vrcholù

odpovídajících �

(n)

a liniíW

(2)

(resp. z vrcholù (i=�h)�

(n)

a linií h0jT

b

x(t)

b

x(s)j0i

c

) takových, ¾e

vnìj¹ím liniím jsou v¹emi mo¾nými (topologicky neekvivalentními) zpùsoby pøipsány èasové

argumenty konstruované souvislé Greenovy funkce.

Pomocí pøedchozích výrazù pro Greenovy funkce lze získat vytvoøující funkcionálW [F ] do

ètvrtého øádu v F . Uka¾me je¹tì jednu mo¾nost, jak lze tento vytvoøující funkcionál zrekon-

struovat pøímo pomocí x

cl

, ani¾ bychom museli poèítat funkcionální derivace. Lze postupovat

dvìma zpùsoby. Jednak lze pøímoèaøe dosadit (232) do (222), to v¹ak nepøedstavuje nikterak

výrazné u¹etøení práce. Druhá elegantnìj¹í mo¾nost je integrovat s danou pøesností funkcio-

nální diferenciální rovnici

48

�W [F ]

�F (t)

= x

cl

[F ](t): (235)

Ta je funkcionální analogií parciální diferenciální rovnice

r

f

w(f) = X(f); (236)

která má øe¹ení tehdy, jsou-li splnìny podmínky integrability

@X

i

@f

j

=

@X

j

@f

i

; (237)

vyjadøující komutativitu parciálních derivací. Øe¹ení rovnice (236) lze pak vyjádøit ve tvaru

w(f) = w(f

0

) +

Z

C(f ;f

0

)

df �X(f) = w(f

0

) +

Z

1

0

dt

df(t)

dt

�X(f(t)) (238)

kde C(f ; f

0

) je libovolná køivka s parametrizací f(t), pro ni¾ f(0) = f

0

a f(1) = f .

Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e aproximace (232) pravé strany rovnice (235) splòuje (v

dùsledku symetrie 1PI Greenových funkcí vzhledem k zámìnì libovolných dvou èasových

argumentù) následující analog podmínek integrability (237)

�x

(2)

cl

[F ](t)

�F (s)

=

�x

(2)

cl

[F ](s)

�F (t)

: (239)

V analogii s (238) lze pak psát

W [F ] =

Z

1

0

d�

Z

dt

dF

�

(t)

d�

x

(2)

cl

[F

�

](t) +O(F

5

); (240)

48

Zde jsme explicite vyznaèili funkcionální závislost x

cl

(t) na F .

44



kde F

�

(t) je libovolná (hladká jako funkce �) jednoparametrická mno¾ina (køivka v prostoru

vnìj¹ích zdrojù F ), taková, ¾e F

0

= 0 a F

1

= F . Vhodnou volbou je napø. F

�

(t) = �F (t),

máme tak
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Z

dtF (t)x

(2)

cl
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5

): (241)

Po dosazení za x

(2)

cl

[�F ](t) z (232) dostaneme koneènì
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1.10 Fyzikální význam efektivní akce, adiabatická aproximace

V této podkapitole uká¾eme, jak lze fyzikálnì interpretovat vytváøející funkcionály, zavedené

v pøedchozí podkapitole, za pøedpokladu, ¾e vnìj¹í zdroj je pomalu se mìnící funkcí èasu

49

.

Zaènìme jednoduchým pøíkladem, který se uká¾e být u¾iteèným v dal¹ím. Jak známo, energii

E

0

základního stavu j0i (dále budeme pøedpokládat, ¾e základní stav je nedegenerovaným

diskrétním bodem spektra hamiltoniánu H) lze získat Ritzovou variaèní metodou - tj. mini-

malizací �nkcionálu h�jHj�i na mno¾inì normovaných stavù h�j�i = 1,

E

0

= inf

h�j�i=1

h�jHj�i: (243)

Minimalizaèní proceduru lze provádìt ve dvou krocích. Nejprve minimalizujeme na mno¾inì

normovaných stavù, splòujících dodateènou podmínku

h�j

b

xj�i = x: (244)

Tím dostaneme funkci E

0

(x)

E

0

(x) = inf

h�j�i=1;h�jbxj�i=x

h�jHj�i = h�(x)jHj�(x)i (245)

pøièem¾ pøedpokládejme, ¾e in�mum se nabývá ve stavu j�(x)i. Ve druhém kroku potom

minimalizujeme vzhledem k x,

E

0

= inf

x

E

0

(x): (246)

49

Míra \pomalé zmìny" vnìj¹ího zdroje bude speci�kována pozdìji.
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Formálnì nutnou podmínkou pro minimum funkce E

0

(x) je anulování prvních parciálních

derivací

@

@x

i

E

0

(x) = 0: (247)

Bod x

min

, ve kterém nabývá funkce E

0

(x) svého minima, je identický s vakuovou støední

hodnotou operátoru

b

x:

x

min

= h0j

b

xj0i; (248)

kde j0i je základní stav hamiltoniánu H. V tomto smyslu lze funkci E

0

(x) chápat jako kvan-

tové zobecnìní klasického potenciálu V (x), jeho¾ minima urèují klasické statické kon�gurace

systému.

Minimalizaci s vedlej¹í podmínkou (244) lze provést metodou Lagrangeových multipliká-

torù. Místo fukcionálu h�jHj�i s podmínkou (244) se minimalizuje funkcionál

E

0

(x;F) = h�j(H �F�

b

x)j�i+ F�x (249)

bez vazby (244), který je v¹ak parametricky závislý na multiplikátoru F a støední hodnotì

x. Proto¾e poslední èlen na pravé stranì (249) nezávisí na j�i, staèí uva¾ovat na x nezávislý

funkcionál h�j(H � F �

b

x)j�i. Oznaème

E

0

(F) = inf

h�j�i=1

h�j(H � F �

b

x)j�i = hE

0

(F)j(H � F�

b

x)jE

0

(F)i: (250)

Tedy E

0

(F) je energie základního stavu jE

0

(F)i systému s hamiltoniánem H � F �

b

x. Pøi-

tom stav jE

0

(F)i realizující minimum funkcionálu s vedlej¹í podmínkou je urèen hodnotou

Lagrangeova multiplikátoru, který splòuje vztah

x

i

= hE

0

(F)j

b

x

i

jE

0

(F)i = hE

0

(F)j

�

�

@

@F

i

(H � F�

b

x)

�

jE

0

(F)i = �

@

@F

i

E

0

(F): (251)

Funkce E

0

(x) je tedy Legendreovou transformací funkce E

0

(F)

E

0

(x) = E

0

(F) + F�x: (252)

Platí tudí¾ také

@

@x

i

E

0

(x) = F

i

: (253)

Uka¾me nyní, jak funkce E

0

(F) a E

0

(x) souvisí s vytvoøujícím funkcionálem W [F] a efek-

tivní akcí �[x

cl

]. Uva¾ujme pomalu se mìnící vnìj¹í zdroj F(t), splòující

suppF(t) � (t

i

; t

f

); (254)

t.j. F(t

i

) = F(t

f

) = 0. Pro vytvoøující funkcionál Greenových funkcí máme

Z[F] = exp

�

i

�h

W [F]

�

= h0jT exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

dtF(t) �

b

x(t)

�

j0i

= exp

�

i

�h

E

0

(t

f

� t

i

)

�

h0jU [F](t

f

; t

i

)j0i: (255)

Stavový vektor U [F](t; t

i

)j0i je øe¹ením Schrödingerovy rovnice

i�h

d

dt

U [F](t; t

i

)j0i = (H � F(t) �

b

x)U [F](t; t

i

)j0i: (256)
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Hledejme její øe¹ení ve tvaru

U [F](t; t

i

)j0i =

X

n

a

n

(t)jE

n

(F(t))i; a

n

(t

i

) = �

n0

; (257)

kde stavy jE

n

(F)i jsou normovanými

50

vlastními stavy hamiltoniánu H � F �

b

x

(H � F �

b

x)jE

n

(F)i = E

n

(F)jE

n

(F)i; hE

n

(F)jE

m

(F)i = �

nm

: (258)

Proto¾e F(t

i

) = F(t

f

) = 0, je j0i = jE

n

(0)i a platí tedy

Z[F] = exp

�

i

�h

E

0

(t

f

� t

i

)

�

a

0

(t

f

) (259)

Pro koe�cienty a

n

(t) dostaneme nekoneènou soustavu obyèejných lineárních diferenciálních

rovnic

i�h

d

dt

a

n

(t) = E

n

(F(t))a

n

(t)�

X

m

a

m

(t)hE

n

(F(t))ji�h

d

dt

jE

m

(F(t))i

= a

n

(t)(E

n

(F(t))� hE

n

(F(t))ji�h

d

dt

jE

n

(F(t))i)

�

X

m6=n

a

m

(t)hE

n

(F(t))ji�h

d

dt

jE

m

(F(t))i ; (260)

kde jsme explicite vydìlili diagonální èást matice hE

n

(F(t))ji�h

d

dt

jE

m

(F(t))i. Øe¹ení (260) lze

zapsat ve tvaru

a

n

(t) = exp

�

�

i

�h

Z

t

t

i

d�(E

n

(F(�)) � hE

n

(F(�))ji�h

d

d�

jE

n

(F(�))i)

�

A

n

(t); (261)

kde A

n

(t) øe¹í rovnici

i�h

d

dt

A

n

(t) = �

X

m6=n

hE

n

(F(t))ji�h

d

dt

jE

m

(F(t))iA

m

(t)

= �

X

m6=n

�

d

dt

F(t)

�

� hE

n

(F(t))ji�hr

F

jE

m

(F(t))iA

m

(t) (262)

s poèáteèní podmínkou

A

n

(t

i

) = �

0n

: (263)

Formální øe¹ení poslední rovnice lze zapsat ve tvaru èasovì, resp. dráhovì uspoøádané ex-

ponenciály (trajektorie F(t) v prostoru oboru hodnot vnìj¹ího zdroje je uzavøená, nebo»

F(t

i

) = F(t

i

) = 0)

A(t

f

) = T exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

d�M(F(�)) �

d

d�

F(�)

�

A(t

i

)

= P exp

 

i

�h

I

F(�)

dF �M(F)

!

A(t

i

); (264)

50

Pro jednoduchost pøedpokládáme spektrum hamiltoniánu H � F � bx diskrétní. Následující úvahy v¹ak

zùstávají v platnosti i pro pøípad spojitého spektra, pokud základní stav je nedegenerovaným diskrétním

bodem spektra, oddìlený energetickou mezerou od excitovaných stavù.
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kde nekoneèná matice M(F) má maticové elementy

M

nm

(F) = i�hhE

n

(F)jr

F

jE

m

(F)i � i�h�

mn

hE

n

(F)jr

F

jE

n

(F)i (265)

= i�h

hE

n

(F)j

b

xjE

m

(F)i � �

mn

hE

n

(F)j

b

xjE

n

(F)i

E

n

(F)�E

m

(F)

: (266)

Poslední rovnost je dùsledkem relací (258). Pro koe�cient A

0

(t) tak dostáváme jako dùsledek

poèáteèní podmínky (263)

A

0

(t

f

) = T exp

�

i

�h

Z

t

f

t

i

d�M(F(�)) �

d

d�

F(�)

�

00

=

1

X

n=0

1

n!

�

i

�h

�

n

Z

t

f

t

i

dt

1

: : : dt

n

T (M

i

1

(t

1

) : : : M

i

n

(t

n

))

00

dF

i

1

(t

1

)

dt

1

: : :

dF

i

n

(t

n

)

dt

n

:

(267)

Je tedy A

0

(t

f

) = 1 +O

�

(dF=dt)

2

�

nebo» M

00

= 0. Pro vytvoøující funkcionál Z[F] Greeno-

vých funkcí tak máme

Z[F] = exp

�

�

i

�h

Z

t

f

t

i

d�(E

0

(F(�))�E

0

)�

Z

t

f

t

i

d�

dF(�)

d�

�hE

0

(F(�))jr

F

jE

0

(F(�))i

�

A

0

(t

f

)

(268)

a vytvoøující funkcionál W [F] souvislých Greenových funkcí je tedy díky (267) dán ve tvaru

øady v mocninách èasové derivace vnìj¹ího zdroje dF(t)=dt

W [F] = �

Z

t

f

t

i

d�(E

0

(F(�)) �E

0

) + i�h

Z

t

f

t

i

d�

dF(�)

d�

�hE

0

(F(�))jr

F

jE

0

(F(�))i � i�hlnA

0

(t

f

)

(269)

Pokud se vnìj¹í zdroj pomalu mìní s èasem (t.j. jsou-li jeho èasové derivace malé), je pøirozené

podr¾et pouze koneèný poèet èlenù tohoto rozvoje. Ponecháme-li pouze první dva èleny (tj.

polo¾íme-li A

0

(t

f

) = 1), jedná se o tzv. adiabatickou aproximaci. Ta je dobrou aproximací

tehdy, lze-li v rovnici (260) pro n = 0 zanedbat pøíspìvek nediagonálních èlenù, tedy platí-li

�

�

�

�

�

M

0m

(F) �

_

F(t)

E

0

(F)

�

�

�

�

�

< 1: (270)

Odhadneme-li j

_

F(t)j � j!F(t)j, kde ! je charakteristická frekvence Fourierova spektra vnìj-

¹ího zdroje F(t) a pou¾ijeme-li (266), lze tuto podmínku pøepsat do tvaru

�

�

�

�

�h!

E

m

(F)�E

0

(F)

hE

m

(F)j

b

x � FjE

0

(F)i

E

0

(F)

�

�

�

�

<

�

�

�

�

�h!

�E(F)

hE

m

(F)j

b

x � FjE

0

(F)i

E

0

(F)

�

�

�

�

< 1; (271)

kde �E(F) je energetická mezera mezi základním a prvním excitovaným stavem. Tedy adia-

batická aproximace je pøípustná, je-li charakteristická frekvence ! malá ve srovnání s frekvencí

odpovídající energetické mezeøe a nejsou-li velké maticové elemety \poruchy" F �

b

x ve srov-

nání s energií základního stavu (nebo je-li malá amplituda pravdìpodobnosti pøechodu ze

základního stavu do vy¹¹ích excitovaných stavù pod vlivem vnìj¹ího zdroje).

Èasový vývoj základního stavu j0i v adiabatické aproximaci je pak dán a¾ na fázi

e

i

�h

�(t)

= exp

�

�

i

�h

�

Z

t

t

i

d�E

0

(F(�)) �

Z

t

t

i

d�A

0

(F(�)) �

_

F(�)

��
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(zde jsme oznaèili A

0

(F) = i�hhE

0

(F)jr

F

jE

0

(F)i) základními stavy jE

0

(F(t))i èasovì závis-

lého hamiltoniánu H � F(t) �

b

x; t.j.

U [F](t; t

i

)j0i = e

i

�h

�(t)

jE

0

(F(t))i (272)

Fáze �(t) se skládá ze dvou èlenù. První z nich,

�

D

(t) = �

Z

t

t

i

d�E

0

(F(�)) (273)

je tzv. dynamická fáze. Druhý èlen

�

B

(t) =

Z

t

t

i

d�A

0

(F(�)) �

_

F(�) (274)

se nazývá adiabatická (Berryho) fáze. V adiabatické aproximaci tedy máme

W [F] = E

0

(t

f

� t

i

) + �

D

(t

f

) + �

B

(t

f

): (275)

V¹imnìme si nejprve vlastností pøíspìvku Berryho fáze. Ten lze zapsat ve tvaru køivkového

integrálu po uzavøené

51

køivce F(�)

�

B

(t

f

) =

I

F(�)

dF�A

0

(F); (276)

a tedy vymizí v jednodimenzionálním pøípadì a obecnì tehdy, platí-li

A

0

(F) = r

F

�(F); (277)

kde �(F) je vhodná funkce

52

, resp. jsou-li splnìny podmínky integrability

F

ij

(F) :=

@

@F

i

(t)

A

j

0

(F)�

@

@F

j

(t)

A

i

0

(F) = 0: (278)

V¹imnìme si, ¾e tato podmínka je toto¾ná s podmínkou anulování \tenzoru napìtí" F

ij

(F)

sestrojeného pomocí \vektorového potenciálu" A

i

0

(F). Tato analogie vede je¹tì dále. Pøedpo-

kládejme, ¾e jsme místo základních stavù jE

0

(F)i, které jsou urèeny jednoznaènì a¾ na fázi,

zvolili jiné základní stavy, dané formulí

jE

0

(F)i

(�)

= e

i�(F)

jE

0

(F)i; (279)

kde �(F) je hladká funkce. Pøitom dostaneme

A

0

(F)

(�)

= i�h

(�)

hE

0

(F)jr

F

jE

0

(F)i

(�)

= A

0

(F)� �hr

F

�(F); (280)

tedy \vektorový potenciál" se transformuje pomocí kalibraèní transformace. Berryho fáze je

tedy nazávislá na výbìru základních stavù jE

0

(F)i. V¹imnìme si také, ¾e se nemìní \tenzor

napìtí", který je kalibraèním invariantem, odtud opìt plyne, ¾e transformací typu (279) nelze

odstranit Berryho fázi (t.j. splnit podmínku integrability (278), pokud byla její pravá strana

nenulová pøi pùvodním výbìru základních stavù). Stejnì tak i fyzikální velièiny, odvozené

51

Pøipomeòme, ¾e F(t

i

) = F(t

f

) = 0.

52

Tedy je-li diferenciální forma dF�A

0

(F) exaktní.
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od vytvoøujícího funkcionálu v adiabatické aproximaci, závisí pouze na kalibraènì invariantní

kombinaci F

ij

(F). Pøíkladem takové velièiny je x

cl

(t):

x

i

cl

(t) =

�W [F]

�F

i

(t)

= �

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t)) +

_

F

j

(t)

@

@F

i

(t)

A

j

0

(F(t))�

d

dt

A

i

0

(F(t))

= �

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t)) + F

ij

(F(t))

_

F

j

(t): (281)

Soustøeïme se nyní na pøíspìvek zbývajících èlenù na prvé stranì rovnosti (275). Je-li

Berryho fáze rovná nule (t.j. je-li F

ij

(F) = 0) nebo lze-li ji zanedbat (napø. je-li F(t) \skoro

konstanta")

53

máme pro velièinu x

cl

(t) (srov. (251))

x

i

cl

(t) = �

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t)) = hE

0

(F(t))j

b

x

i

jE

0

(F(t))i; (282)

x

cl

(t) je tedy v této aproximaci rovna støední hodnotì operátoru souøadnice v základním

stavu hamiltoniánu H � F(t) �

b

x a efektivní akce je (srov. (252))

�[x

cl

] = E

0

(t

f

� t

i

)�

Z

t

f

t

i

d�

�

E

0

(F(�))� F

i

(�)

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t))

�

= E

0

(t

f

� t

i

)�

Z

t

f

t

i

d�E

0

(x

cl

(�)); (283)

kde E

0

(x

cl

) je Legendrova transformace funkce E

0

(F). Speciálnì je-li F(t) = F konstantní, je

i x

cl

(t) = x

cl

konstantní a efektivní akce je

�[x

cl

] = �(t

f

� t

i

)V(x

cl

); (284)

53

Je-li Berryho fáze nenulová, máme

�

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t)) = x

i

cl

(t) + F

ij

(F(t))

_

F

j

(t) := x

i

(t)

a pro Legendrovu transformaci E

0

(x) = E

0

(F) + x � F platí

@

@x

i

(t)

E

0

(x) =

@

@x

i

(t)

E

0

(x

i

cl

(t) +F

ij

(F(t))

_

F

j

(t)) = F

i

(t):

Máme tedy

@

@x

i

(t)

E

0

(x

i

cl

(t)) = F

i

(t) +O(

_

F)

a v dùsledku toho, s pøesností O(

_

F),

�[x

cl

] = E

0

(t

f

� t

i

)�

Z

t

f

t

i

d�

�

E

0

(F(�))� F

i

(� )

@

@F

i

(t)

E

0

(F(t))� F

i

F

ij

_

F

j

�A

0

�

_

F

�

= E

0

(t

f

� t

i

)�

Z

t

f

t

i

d�(E

0

(x)� F

i

F

ij

_

F

j

�A

0

�

_

F)

= E

0

(t

f

� t

i

)�

Z

t

f

t

i

d�(E

0

(x

cl

)�A

0

�

_

F):

V posledním èlenu lze dosadit F

i

(t) = @E

0

(x

cl

(t))=@x

i

cl

(t), dopustíme se tak chyby øádu O(

_

F

2

).
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kde funkce V(x

cl

) se nazývá efektivní potenciál. Z pøedchozí formule je tedy zøejmé, ¾e efek-

tivní potenciál je a¾ na aditivní konstantu identický s funkcí E

0

(x

cl

), zavedenou na poèátku

této podkapitoly, t.j. pøedstavuje energii \testovacích základních stavù" j�(x

cl

)i s �xovanou

støední hodnotou x

cl

= h�(x

cl

)j

b

xj�(x

cl

)i.

1.11 Wickova rotace a kvantová teorie pøi koneèné teplotì

Vra»me se nyní k obecné formuli (176)

54

. Jak jsme vidìli v pøedchozím pøíkladu, tato for-

mule pøedpokládá, ¾e evoluèní operátor, (stejnì jako Heisenbergovu reprezenteaci operátoru

souøadnice) má smysl de�novat pro libovolné komplexní t pomocí analytického prodlou¾ení.

Pøedpokládáme-li, ¾e toté¾ prodlou¾ení má smysl i pro klasickou trajektorii x(t) a klasický

zdroj F (t), potom analytické prodlou¾ení dráhového integrálu pro T

f;i

! �iT

f;i

lze chápat

jako dráhový integrál s akcí v exponenciele, která je dána køivkovým integrálem v rovinì

komplexního èasu

55

t

S

C

[F (t)] =

Z

C

dt (L(x(t); _x(t)) +E

0

+ x(t)F (t)) : (285)

Køivka C se skládá ze tøí úseèek spojujících po øadì body iT

i

; t

i

, dále t

i

; t

f

a nakonec t

f

;�iT

f

.

Tato \zalomená" cesta není z hlediska dal¹ích aplikací pøíli¹ vhodná. Zmiòme se o metodì je-

jího\napøímení", známé jako Wickova rotace. Tato metoda spoèívá v analytickém prodlou¾ení

t

i;f

! �i�

i;f

, køivka C pak pøejde celá na èást imaginární osy. Akce S

C

[F (t)] pak odpovídá

tzv. euklidovské akci (srov. (40))

S

C

[F (t)]! iS

E

[F (t)] = �i

Z

T

f

T

i

d� (L(x

E

(�); i _x

E

(�)) +E

0

+ F (�)x

E

(�)) ; (286)

kde x

E

(�) = x(�i�). Výsledný euklidovský vytvoøující funkcionál Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

), pro který

máme následující reprezentaci dráhovým integrálem

Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

)
(x

f

)


?

(x

i

) = lim

T

f;i

!�1

Z

x

E

(T

f

)=x

f

x

E

(T

i

)=x

i

Dx

E

(�) exp (�S

E

[F (�)]=�h) ; (287)

generuje � -uspoøádané souèiny operátorù x̂

E

(�) = exp(H

0

�=�h)x̂ exp(�H

0

�=�h), t.j. heisenber-

govských operátorù v imaginárním èase t = �i� . T-souèiny se pak obdr¾í zpìtným ana-

lytickým prodlou¾ením výsledku pro � ! it. Uka¾me, jak lze toto analytické prodlou¾ení

heuristicky pochopit.

V¹imnìme si, ¾e k vydìlení pøíspìvku základního stavu z formule (173) staèí limita T

i;f

!

�e

�i�

1, � 2 (0; �=2). Prodlou¾íme-li je¹tì analyticky t

i;f

! e

�i�

�

i;f

, pøejde køivka C do

pootoèené reálné osy. Oznaèíme-li x

�

(�) = x(e

�i�

�), máme pro køivkovou akci S

C

[F (t)]

S

C

[F (t)]! e

i�

S

�

[F (t)] = e

�i�

Z

T

f

T

i

d�

�

L(x

�

(�); e

i�

_x

�

(�)) +E

0

+ F (�)x

�

(�)

�

: (288)

Akce S

�

[F (t)] tedy interpoluje mezi obvyklou akcí v reálném èase a euklidovskou akcí v

imaginárním èase. Pøechod k euklidovské akci pak odpovídá rotaci reálné osy pro � = �=2

54

Upozornìme, ¾e následující poznámky mají heuristický charakter a nelze jim pøikládat rigorózní matema-

tický význam.

55

Jak uvidíme v dal¹ím, podobné úvahy jsou typické pro kvantovou teorii pøi koneèné teplotì. Zde také

dochází k \míchání" reálného a imaginárního èasu (èas a inverzní teplota).
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- to je tzv. Wickova rotace. Pøechodu k T-souèinùm v reálném èase odpovídá analytické

prodlou¾ení inverzní k Wickovì rotaci, t.j. podél køivky t = e

i�

� , � 2 (0; �=2)

Dodejme je¹tì nìkolik poznámek k reprezentaci (287). Polo¾íme-li v této formuli x

f

=

x

i

= x a pøeintegrujeme-li pøes x, dostaneme díky normalizaci vlastního stavu

Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

) = lim

T

f;i

!�1

Z

x

E

(T

i

)=x

E

(T

f

)

Dx

E

(�) exp (�S

E

[F (�)]=�h) ; (289)

kde dráhová integrace probíhá pøes v¹echny periodické trajektorie. Jak uvidíme v dal¹ím,

tato formule umo¾òuje interpretovat euklidovskou teorii v termínech statistické mechaniky

pro nekoneènou (inverzní) teplotu.

Dále si v¹imnìme, ¾e pro euklidovskou akci (286) neexistuje obecnì limita T

f;i

! �1 díky

pøítomnosti divergentního èlenu E

0

(T

f

� T

i

). Chceme-li se tedy vyhnout výpoètu dráhového

integrálu pro koneèné euklidovské èasy a poèítat (napø. gaussovské integrály) pøímo pro ne-

koneèný interval, je tøeba vhodnì normalizovat výraz (287) a zkrátit potenciálnì divergentní

výrazy. Øe¹ením je formule

Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

) =

R

x

E

(1)=x

f

x

E

(�1)=x

i

Dx

E

(�) exp

�

�

1

�h

R

1

�1

d�(L

E

(x

E

(�); _x

E

(�))� F (�)x

E

(�))

�

R

x

E

(1)=x

f

x

E

(�1)=x

i

Dx

E

(�) exp

�

�

1

�h

R

1

�1

d�L

E

(x

E

(�); _x

E

(�))

�

; (290)

kde L

E

(x

E

(�); _x

E

(�)) = �L(x

E

(�); i _x

E

(�)). Poznamenejme, ¾e èitatel ani jmenovatel tohoto

výrazu neexistuje oddìlenì jako koneèná limita pro T

f;i

! �1.

Ilustrujme tuto metodu na pøíkladu harmonického oscilátoru. Euklidovská akce má tvar

(v limitì T

f;i

! �1, t.j. ji¾ bez nebezpeèného E

0

èlenu)

S

E

[F (�)] =

Z

1

�1

d�

 

1

2

m

�

dx

E

(�)

d�

�

2

+

m!

2

x

E

(�)

2

2

� F (�)x

E

(�)

!

(291)

Vytvoøující funkcionál pro euklidovské � -uspoøádané souèiny je

Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

) =

R

x

E

(�1)=0

Dx

E

(�) exp (�S

E

[F (�)]=�h)

R

x

E

(�1)=0

Dx

E

(�) exp (�S

E

[0]=�h)

; (292)

kde jsme ve formuli (290) zvolili

56

x

f;i

= 0. Pro Fourierùv obraz øe¹ení klasické euklidovské

pohybové rovnice (pøedpoklad o existenci Fourierova obrazu automaticky zaruèuje splnìní

okrajových podmínek pro dráhový integrál) máme

~x

E

(E) =

1

m

~

F (E)

E

2

+ !

2

: (293)

kde

~

F (E) =

Z

d�e

iE�

F (�) (294)

56

Jedinì tato volba je konzistentní s neomezeným èasovým intervalem (�1;+1). Na druhé stranì bychom

mohli pøi koneèném T

f

; T

i

�xovat okrajové podmínky libovolnì, potom spoèítat euklidovskou akci pro tento

koneèný èasový interval a teprve ve výsledném výrazu provést limitu T

f;i

! �1. Výsledek by závisel na

zvolených okrajových podmínkách pouze prostøednictvím faktoru 
(x

f

)


?

(x

i

) který by se zkrátil s podobným

faktorem ve jmenovateli.
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je Fourierùv obraz vnìj¹ího zdroje. Pro extremální euklidovskou akci tak máme s u¾itím

Parsevalovy rovnosti

S

min

E

[F (�)] = �

1

4�m

Z

dE

~

F

?

(E)

~

F (E)

E

2

+ !

2

: (295)

Dosazením za

~

F (E) z (294) a s uvá¾ením podmínky normalizace Z

E

[0] = 1 máme

Z

E

[F (�)](�

f

; �

i

) = exp

�

1

2�h

Z

�

f

�

i

d�d� F (�)F (�)G

E

(�; �)

�

; (296)

kde G

E

(�; �) je Greenova funkce operátoru m

�

!

2

� (d

2

=d�

2

)

�

daná výrazem

G

E

(�; �) = �h� j

�

m

�

d

2

=d�

2

� !

2

��

�1

j�i

=

1

m

Z

dE

2�

e

�iE(���)

E

2

+ !

2

=

1

2m!

e

�!j���j

: (297)

Ilustrujme nyní na tomto pøíkladu zpìtné analytické prodlou¾ení � ! it, � ! is. K tomu se

nejlépe hodí vyjádøeníG

E

(�; �) pomocí Fourierovy transformace. Pro ��� > 0 lze deformovat

integraèní cestu v komplexní rovinì promìnné E tak, ¾e polopøímku (0;1) pootoèíme o úhel

�� 2 (0;��=2), ani¾ bychom zmìnili hodnotu integrálu (pro E ! 1 je integrál po oblouku

Ee

�i�

; � 2 (0; �) potlaèen faktorem exp(�E(� ��) sin�)=(E

2

+!

2

)). Pøi takto deformované

integraèní cestì integrál existuje i pro komplexní � � �, pro nì¾ Arg(� � �) 2< 0; � > a je

analytickým prodlou¾ením pùvodní funkce G

E

(�; �). Pro komplexní � � � = j� � �je

i�

(které

je z vý¹e uvedeného oboru) lze (opìt beze zmìny hodnoty integrálu) napøímit \zalomenou"

integraèní cestu pootoèením polopøímky (�1; 0) o úhel ��. Zcela analogicky lze postupovat

pro � � � < 0.

Pøi analytickém prodlou¾ení � ! e

i�

� , � ! e

i�

� jsme tedy efektivnì pootoèili integraèní

cestu v komplexní rovinì promìnné E na E ! e

�i�

E, dostaneme tak

G

E

(e

i�

�; e

i�

�) = e

�i�

1

m

Z

dE

2�

e

�iE(���)

e

�2i�

E

2

+ !

2

!

�!�=2

i

m

Z

dE

2�

e

�iE(���)

E

2

� !

2

+ 2iE

2

((�=2) � �))

(298)

co¾ dává stejné pravidlo obcházení pólù jako pùvodní výraz (180).

Zmiòme se krátce je¹tì o jednom aspektu analytického prodlou¾ení t ! �i�h� do imagi-

nárních èasù. Jak ji¾ víme z úvodní podkapitoly, tato operace odpovídá pøechodu od evo-

luèního operátoru U(t) ke kanonické matici hustoty �(�) pøi koneèné inverzní teplotì � =

1=kT = � . Kanonická partièní suma Z(�) (její¾ logaritmus souvisí s volnou energií vztahem


 = �(1=�)lnZ(�)) a tepelné støední hodnoty jsou dány výrazy

Z(�) = tr�(�) =

Z

dxhxj�(�)jxi (299)

a

hO(x̂; p̂)i = Z

�1

tr�(�)O(x̂; p̂) = Z

�1

Z

dxhxj�(�)O(x̂; p̂)jxi (300)

Poslední velièinu lze obdr¾et pomocí tepelných Greenových funkcí de�novaných pro �

j

2 (0; �)

G

�

(�

1

; �

2

; : : : ; �

n

) = hT

�

x̂(�

1

)x̂(�

2

) : : : x̂(�

n

)i; (301)
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(kde pro 0 � � � � je x̂(�) = exp(�H)x̂ exp(��H) a T

�

znaèí � -uspoøádání) postupem

analogickým formuli (186) (s tím rozdílem, ¾e nyní platí p̂(�) = m(i=�h)(d=d�)x̂(�)).

Velièiny tohoto typu lze reprezentovat dráhovým integrálem s euklidovskou akcí, napø.

Z(�) =

Z

dx

Z

x(�)=x

x(0)=x

Dx

E

(�) exp

 

Z

�

0

d�L(x

E

(�);

i

�h

_x

E

(�))

!

=

Z

x(0)=x(�)

Dx

E

(�) exp (�S

E

(�)) ; (302)

v posledním výrazu se integruje pøes v¹echny periodické trajektorie. Podobnì vytvoøující

funkcionál tepelných Greenových funkcí má reprezentaci

Z

�

[F (�)] = hT

�

exp

 

�

Z

�

0

d�F (�)x̂(�)

!

i =

1

Z

tr�(�)T

�

exp

 

�

Z

�

0

d�F (�)x̂(�)

!

=

R

x(0)=x(�)

Dx

E

(�) exp

�

�S

E

(�)�

R

�

0

d�F (�)x

E

(�)

�

R

x(0)=x(�)

Dx

E

(�) exp (�S

E

(�))

: (303)

Platnost poslední formule je dùsledkem identity (167), její¾ euklidovská forma zní

T

�

exp

 

�

Z

�

0

d�F (�)x̂(�)

!

= exp(�H)�[F (�)](�); (304)

podobnì, jako formule (172) byla dùsledkém této formule pro reálné èasy.

Jak jsme ji¾ uvedli, tepelné Greenovy funkce jsou de�novány pro �

j

2 (0; �). Pravá strana

(301) je formálnì de�novaná pro libovolná �

j

, pokud v¹ak nejsou �

j

z vý¹e uvedeného oboru,

vztah (304) neplatí a neplatí ani jeho dùsledek (303). Pøirozené prodlou¾ení na v¹echna reálná

� je prodlou¾ení periodické

57

s periodou �, toto prodlou¾ení je efektivnì zahrnuto ve formuli

(303), chápeme-li F (�) jako � periodickou funkci. Ilustrujme to na obligátním pøípadu har-

monického oscilátoru.

Spoètìme nejdøíve partièní sumu. Proto¾e integrace je gaussovská, je partièní suma úmìrná

determinantu operátoru (�(d=�hd�)

2

+!

2

), který je de�nován na prostoru funkcí periodických

s periodou �. Pøíslu¹né vlastní hodnoty jsou �

k

= !

2

+ (2�k=��h)

2

; k = 0;�1;�2; : : :, tak¾e

máme

Z(�) = NDet

�

m(�(d=�hd�)

2

+ !

2

)=2�

�

�1=2

= N

1

Y

k=�1

 

m(!

2

+

�

2�k

�h�

�

2

)=2�

!

�1=2

= N

0

@

1

Y

k=�1

m

2�

1

A

�1=2

1

!

1

Y

j=1

�

2�j

�h�

�

�2

 

1

Y

n=1

 

1 +

�

�h!�

2�n

�

2

!!

�1

= N

0

@

1

Y

k=�1;k 6=0

m

�

2�k

�h�

�

2

1

2�

1

A

�1=2

1

!

�

2�

m

�

1=2

�h!�i=2

sin i�h!�=2
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Pro fermionové stupnì volnosti je pøirozené prodlou¾ení antiperiodické, viz dále.
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= N

0

@

1

Y

k=�1;k 6=0

m

�

2�k

�h�

�

2

1

2�

1

A

�1=2

�

2�

m

�

1=2

�h�

1

2 sinh(�h!�=2)

= N

0

@

1

Y

k=�1;k 6=0

m

�

2�k

�h�

�

2

1

2�

1

A

�1=2

�

2�

m

�

1=2

�h�

1

X

n=0

exp(���h!(n+ 1=2))

=

1

X

n=0

exp(���h!(n+ 1=2)); (305)

kde jsme do normalizaèní konstanty N zahrnuli (nekoneèné) faktory, nezávislé na energetic-

kých hladinách systému (t.j. na !), explicite

N =

1

�h�

�

m

2�

�

1=2

0

@

1

Y

k=�1;k 6=0

m

�

2�k

�h�

�

2

=2�

1

A

1=2

=

1

�h�

�

m

2�

�

1=2

Det

0

 

�

1

2�

m

�h

2

d

2

d�

2

!

1=2

; (306)

zde èárka u znaménka determinantu znaèí vynechání nulové vlastní hodnoty. Rovnost (305)

dokazuje shodnost takto získané partièní sumy s obvyklou de�nicí.

V prùbìhu pøedchozího výpoètu jsme dokázali následující analog formule (127) pro pøede-

xponenciální faktor euklidovského gaussovského integrálu s kvadratickou formou de�novanou

operátorem A na prostoru periodických trajektorií:

1

�h�

�

m

2�

�

1=2

Det

�1=2

R

A; (307)

kde regularizovaný determinant je formální podíl

Det

R

(A=2�) := DetA=Det

0

 

�

m

�h

2

d

2

d�

2

!

: (308)

Tento výsledek lze chápat také jako vztah mezi dvìma vyjádøeními funkcionální míry. Rozvineme-

li trajektorii x

E

(�) do vlastních funkcí (módù) f

n

(�) operátoru A

x

E

(�) =

1

X

n=0

x

n

f

n

(�); (309)

lze symbolicky psát

Dx

E

(�) = N

1

Y

n=0

dx

n

: (310)

Dále je tøeba najít Greenovu funkci, t.j. inverzi operátoru m(�(d=�hdt)

2

+!

2

) na prostoru
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�-periodických funkcí. Výsledný vytvoøující funkcionál Z

�

[F (�)] potom bude

58

Z

�

[F (�)] = exp

 

1

2

Z

�

0

d�d� F (�)F (�)G

�

(�; �)

!

: (311)

Metodou, popsanou v podkapitole 1.7, dostaneme

G

�

(�; �) =

1

�m

1

X

k=�1

exp (i2�k(� � �)=�)

(2�k=��h)

2

+ !

2

: (312)

K vysumování této øady pou¾ijeme metodu, která je typická pro kvantovou teorii pole pøi

koneèné teplotì. V¹imnìme si, ¾e funkce f(E) = (1=2)� cot(1=2)�E má póly na reálné ose v

bodech E

n

= (2�n=�), s rezidui rovnými jedné. Mù¾eme proto psát

G

�

(�; �) =

�h

2

�m

1

2�i

�

Z

1�i"

�1�i"

+

Z

�1+i"

1+i"

�

dE

1

2

� cot

�

1

2

�E

�

e

iE(���)

E

2

+ �h

2

!

2

: (313)

Rozepí¹eme-li je¹tì

1

2

� cot

�

1

2

�E

�

= �

i�

2

�

1 + 2

1

e

�i�E

� 1

�

; (314)

dostaneme

G

�

(�; �) =

�h

2

2�m

Z

1�i"

�1�i"

dE

�

1

2

+

1

e

i�E

� 1

�

e

iE(���)

E

2

+ �h

2

!

2

�

�h

2

2�m

Z

�1+i"

1+i"

dE

�

1

2

+

1

e

�i�E

� 1

�

e

iE(���)

E

2

+ �h

2

!

2

=

�h

2

m

Z

dE

2�

e

iE(���)

E

2

+ �h

2

!

2

+

�h

2

�m

Z

1�i"

�1�i"

dE

cosE(� � �)

E

2

+ �h

2

!

2

1

e

i�E

� 1

: (315)

V prvním teplotnì nezávislém integrálu snadno rozeznáme euklidovskou Greenovu funkci

(297), druhý spoèteme pomocí reziduové vìty

59

, tak¾e výsledek zní

G

�

(�; �) = �hG

E

(�h�; �h�) +

�

�h

!m

�

cosh �h!(� � �)

e

��h!

� 1

=

�h

2m!

e

��h!j���j

+

�

�h

!m

�

cosh �h!(� � �)

e

��h!

� 1

: (316)

Vý¹e uvedená metoda sumace pøes diskrétní frekvence umo¾nuje pøirozenì vydìlit teplotnì

nezávislý pøíspìvek, který není nièím jiným ne¾ pøíspìvkem základního stavu, a pøíspìvek

58

Klasická akce je v tomto pøípadì rovna

S

E

(�) =

1

2

Z

�

0

d�F (�)x

�

(�);

povrchové èleny tentokrát nepøispívají díky periodicitì øe¹ení euklidovské pohybové rovnice x

�

(�) =

�

R

�

0

d�G

�

(�; �)F (�).

59

Integraèní cestu lze uzavøít v dolní komplexní polorovinì, ImE < 0; pro E !1 je pak integrand potlaèený

faktorem alespoò exp(�ImE(j� � �j � �)), nebo» pro �; � 2 (0; �) je j� � �j � � < 0. Do integrálu pøispívá pól

E = �i�h!.

56



tepelných excitovaných stavù (který vymizí v limitì � !1), úmìrný tepelné støední hodnotì

operátoru

60

h

^

Ni = ha

+

ai. Skuteènì, u¾itím \redukèních formulí" typu (186) máme

h

^

Ni = lim

0<�<�!0

+

�

m!

2�h

��

1�

1

�h!

@

@�

��

1 +

1

�h!

@

@�

�

G

�

(�; �) =

1

e

��h!

� 1

: (317)

V tomto smyslu lze tedy interpretovat euklidovskou teorii jako statistickou mechaniku pøi

nekoneèné (inverzní) teplotì. Poznamenejme, ¾e naivní limita vytvoøujícího funkcionálu (311)

(a obecnì vytvoøujícího funkcionálu (303)) pro � ! 1 nepøechází ve vytvoøující funcionály

(296), resp. (289). Díky periodicitì trajektorií a klasického zdroje lze v¹ak formuli (303)

pøepsat na tvar

Z

�

[F (�)] =

R

x(��=2)=x(�=2)

Dx

E

(�) exp

�

�

R

�=2

��=2

d�(L

E

(�) + F (�)x

E

(�))

�

R

x(��=2)=x(�=2)

Dx

E

(�) exp

�

�

R

�=2

��=2

d�L

E

(�)

�

; (318)

který u¾ dává v limitì euklidovský vytvoøující funkcionál (289).

Na závìr této kapitoly spoètìme je¹tì jeden pøíklad, na kterém budeme ilustrovat jisté jem-

nosti gaussovského integrování, spojené se symetriemi euklidovské akce a existencí nulových

módù operátoru, de�nujícího kvadratickou formu v exponenciále integrandu. Tímto pøíkla-

dem bude partièní suma volné èástice v d dimenzích. Proto¾e je takový systém translaènì

invariantní, závisí jádro matice hustoty �(x;y) pouze na rozdílu x � y. Partièní suma , t.j.

stopa matice hustoty je tedy nekoneèná

Z(�) =

Z

d

d

x�(x;x) = �(0;0)

Z

d

d

x: (319)

Pùvod tohoto nekoneèna je zøejmý, uzavøeme-li nejprve systém do koneèného objemu V ,

potom

R

d

d

x = V a divergence se objeví a¾ v termodynamické limitì V !1. Tento jev v¹ak

nepøedstavuje z fyzikálního hlediska ¾ádnou patologii, nebo» fyzikální význam nemá partièní

suma, ale její logaritmus, který je úmìrný volné energii a ta je urèena a¾ na aditivní konstantu.

Ve formalismu dráhového integrálu je pøíèina divergence partièní sumy spojená s translaèní

invariancí euklidovské akce. Trajektorie, které se li¹í a¾ na translaci, pøispívají do dráhového

integrálu stejnì a jejich pøíspìvek je úmìrný objemu grupy symetrie, t.j. grupì translací R

d

,

který je nekoneèný.

Uka¾me, jak lze v rámci tohoto formalismu faktorizovat objem grupy symetrie z partièní

sumy. Jak víme z pøedchozího, lze psát

Z(�) =

Z

Dx(�) exp

 

�

Z

�

0

d�

m

2�h

2

_
x

2

(�)

!

: (320)

Integrál na pravé stranì je gaussovský, je tedy formálnì roven

61

Z(�) = N

d

Det

�d=2

 

�

1

2�

m

�h

2

d

2

d�

2

!

;

kde N je normalizaèní faktor (306). Proto¾e v¹ak operátor �d

2

=d�

2

má nulový mód, výraz

diverguje. To je dal¹í pøíèina divergence, tìsnì svázaná s pøedchozími. Vlo¾me do integrandu

60

Tento faktor odpovídá støední hodnotì poètu boseovských èástic ve stavu s energií �h!.

61

Pøipomeòme, ¾e jsme v d dimenzích.
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(320) jednièku, vhodnì zapsanou ve tvaru

1 =

Z

d

d

a�

(d)

(

1

�

Z

�

0

d�x(�)� a) =

Z

d

d

a�

(d)

(

1

p

�

x

0

� a); (321)

kde x

0

je konstantní èlen rozvoje obecné trajektorie x(�) do módù operátoru �d

2

=dt

2

:

x(�) =

1

p

�

x

0

+

s

2

�

1

X

n=1

x

n

sin

�

2�n

�

�

�

+

s

2

�

1

X

n=1

y

n

cos

�

2�n

�

�

�

: (322)

Po úpravì máme

Z(�) =

Z

d

d

a

Z

Dx(�) exp

 

�

Z

�

0

d�

m

2�h

2

_
x

2

(�)

!

�

d=2

�

(d)

(x

0

�

p

�a): (323)

Dráhový integrál snadno spoèítáme s u¾itím formule (310). Nebezpeèná integrace pøes pro-

mìnnou x

0

je nasycena � funkcí, tak¾e se netriviálnì integruje pouze pøes prostor nenulových

módù; jako výsledek obdr¾íme

Z(�) = N

d

�

d=2

Det

0

 

�

1

2�

m

�h

2

d

2

d�

2

!

�d=2

Z

d

d

a; (324)

kde èárkovaný determinant je opìt souèinem pouze nenulových vlastních hodnot. V pøípadì

koneèného objemu máme podobnì

Z(�) = N

d

�

d=2

Det

0

 

�

1

2�

m

�h

2

d

2

d�

2

!

�d=2

Z

d

d

a�

V

(a); (325)

kde �

V

(a) je charakteristická funkce objemu V . Pøítomnost �-funkce v integrandu dráhového

integrálu toti¾ vybírá pouze ty trajektorie, jejich¾ \èasová støední hodnota" je rovna a. Pro a

mimo objem V ¾ádná taková trajektorie neexistuje a pøíspìvìk dráhového integrálu je roven

nule. Koneèný výsledek tedy zní, vyu¾ijeme-li explicitního tvaru normovacího faktoru (306)

Z(�) =

�

m

2��h

2

�

�

d=2

V: (326)

Ve vý¹e uvedeném postupu jsme tedy nejdøíve za�xovali volnost spojenou se symetrií

po¾adavkem
�
x(�) = a, který není invariantní vzhledem k translacím trajektorie x(�) !

x(�) + b a vybírá tak ze v¹ech trajektorií, dávající stejný pøíspìvek do dráhového integrálu

právì jeden exempláø, a teprve potom provádìli dráhovou integraci. Ta u¾ neobsahovala nulové

módy (symetrie byla naru¹ena) a tudí¾ byla bezproblémová. Extrakce integrace pøes x

0

je

známa jako metoda kolektivní souøadnice. Podobný postup se pou¾ívá v teorii kalibraèních

polí, roli symetrie zde hraje pøíslu¹ná (lokální) kalibraèní grupa.

1.12 Fermionové stupnì volnosti a Berezinùv integrál

Uva¾ujme 2

N

-hladinový kvantový systém, odpovídající N fermionovým stupòùm volnosti

62

.

Hilbertùv prostor stavù je pak lineárním obalem stavových vektorù tvaru

ji

1

; i

2

; : : : i

k

i = a

+

i

1

a

+

i

2

: : : a

+

i

k

j0i; (327)

62

Výklad této podkapitoly je \volnì pøevyprávìným" podle [8]. Alternativní pøístup, zalo¾ený na Fockovì-

Bargmanovì reprezentaci lze nalézt napø. v [7].

58



kde i

1

< i

2

< : : : < i

k

, k � N , kreaèní a anihilaèní operátory a

+

i

, a

i

, i = 1; 2; : : : ; N splòují

fermionové antikomutaèní relace

fa

i

; a

+

j

g = �

ij

; fa

i

; a

j

g = fa

+

i

; a

+

j

g = 0 (328)

a základní stav je de�nován relací

a

i

j0i = 0; i = 1; 2; : : : N: (329)

Na kvantovì mechanické úrovni lze tento systém modelovat napø. souborem N spinù s =

1=2 interagujícím s vnìj¹ím statickým magnetickým polem, operátory a

i

; a

+

i

lze ztoto¾nit s

posunovacími operátory s

�

i

= s

1

i

� is

2

i

a základní stav j0i odpovídá napø. stavu se v¹emi spiny

orientovanými ve smìru vnìj¹ího magnetického pole.

Dimenze Hilbertova prostoru stavù takovéhoto systému je koneèná, rovná 2

N

. V této pod-

kapitole uká¾eme, ¾e i pro takovýto systém lze de�novat reprezentaci evoluèního operátoru,

vytvoøujícího funkcionálu resp. partièní sumy dráhovým integrálem.

Sestrojme pomocí operátorù a

i

; a

+

j

antikomutující operátory \impulsù" a \souøadnic"

63

Q

i

:= a

+

i

; P

i

:= i�ha

i

= i�hQ

+

i

; (330)

pro nì¾ platí

fP

i

; Q

j

g = i�h�

ij

; fP

i

; P

j

g = fQ

i

; Q

j

g = 0: (331)

V Hilbertovì prostoru stavù neexistují spoleèné vlastní vektory operátorù Q

i

(a podobnì

ani spoleèné vlastní stavy operátorù P

i

), nebo» kdyby existoval takový vlastní stav j~qi s

nenulovými c-èíselnými vlastními hodnotami ~q

i

, kde Q

i

j~qi = ~q

i

j~qi, a pøedpokládali-li bychom

tedy [Q

i

; ~q

j

] = 0, mìli bychom

0 = (Q

i

Q

j

+Q

j

Q

i

)j~qi = (~q

i

~q

j

+ ~q

j

~q

i

)j~qi; (332)

t.j. \vlastní hodnoty" ~q

j

by musely antikomutovat! Pøipustíme-li v¹ak tuto nezvyklou mo¾-

nost, lze i pro operátory Q

i

a P

i

sestrojit \souøadnicovou" resp. \impulsovou" reprezentaci,

analogickou reprezentaci sestrojené pomocí vlastních vektorù obvyklých operátorù x̂

i

, p̂

i

v

Hilbertovì prostoru orbitálních stupòù volnosti.

Nezbytným matematickým objektem, potøebným k tomuto zobecnìní, je tzv. Grassman-

nova algebra - t.j. asociativní algebra s jednotkou nad tìlesem reálných nebo komplexních

èísel s N antikomutujícími generátory

fq

i

; q

j

g = 0; i; j = 1; 2; : : : N: (333)

Elementy této algebry jsou formální øady typu

f(q) = f

0

+

N

X

i=1

f

i

q

i

+

X

i<j<N

f

ij

q

i

q

j

+ : : :+ f

12:::N

q

1

q

2

: : : q

N

; (334)

(kde f

i

1

i

2

:::i

k

jsou reálná nebo komplexní èísla) které se v tomto kontextu nazývají funkcemi

antikomutujících promìnných q

i

. Proto¾e kvadrát ka¾dého generátoru je roven nule, øada má

v¾dy koneèný poèet èlenù a dimenze Grassmannovy algebry s N generátory je 2

N

. Lineární

63

V¹imnìte si analogie s Diracovým polem, kde zobecnìným impulsem k poli  (x) je i 

+

(x).
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kombinace a souèiny elementù tohoto typu jsou opìt zapsatelné v tomto tvaru, pou¾ijeme-li

antikomutaèní relace k uspoøádání generátorù q

i

do standardního poøadí, napø. (1 + q

3

)(q

3

+

q

1

q

2

) = q

3

+ q

1

q

2

+ q

1

q

2

q

3

, atd.

Pro funkce antikomutujících promìnných lze zavést analog derivace a integrálu. Levá

(pravá) derivace se de�nuje pomocí následujících operátorových relací

f

@

@q

i

; q

j

g = �

ij

; f

@

@q

i

;

@

@q

j

g = 0; (335)

zde q

j

se chápe jako lineární operátor pùsobící na funkce antikomutujících promìnných podle

pøedpisu q

j

: f(q)! q

j

f(q). Tato de�nující relace je zobecnìním obvyklých relací

[

@

@x

i

; x

j

] = �

ij

; [

@

@x

i

;

@

@x

j

] = 0; (336)

platných pro operátor derivace funkcí c-èíselných promìnných. Podobnì jako v tomto pøípadì,

kdy platí

@

@x

i

f(x) = [

@

@x

i

; f(x)]; (337)

de�nujme levou derivaci monomu q

i

1

q

i

2

: : : q

i

k

@

@q

i

q

i

1

q

i

2

: : : q

i

k

:= [

@

@q

i

; q

i

1

q

i

2

: : : q

i

k

]

(�)

k+1

; (338)

analogicky pravou derivaci

q

i

1

q

i

2

: : : q

i

k

@

@q

i

:= [q

i

1

q

i

2

: : : q

i

k

;

@

@q

i

]

(�)

k+1

: (339)

Zde [:; :]

�

je (anti)komutátor pøíslu¹ných operátorù (opìt se monom chápe jako operátor ná-

sobení sebou samým). Na libovolnou funkci antikomutujících promìnných se levá (pravá)

derivace dode�nuje lineárnì. Pøi praktických výpoètech to znamená proantikomutovat ope-

rátor derivace @=@q

i

v ka¾dém èlenu rozvoje f(q) do øady v antikomutujících promìnných,

který obsahuje q

i

, a¾ na pozici pøed (za) q

i

a tuto promìnnou vy¹krtnout

64

.

Tato de�nice (levé) derivace spolu s faktem, ¾e dimenze Grassmannovy algebry s N gene-

rátory je 2

N

, umo¾nuje reprezentovat Hilbertùv prostor stavù N fermionových stupòù volnosti

prostorem funkcí N grassmannovských generátorù prostøednictvím následujícího ztoto¾nìní

bazí obou vektorových prostorù

j i

1

i

2

:::i

n

i ! q

i

1

q

i

2

:::q

i

n

; j 0i ! 1: (340)

Stavu

f = f

0

j 0i+ f

i

j ii+ : : :+ f

12:::N

j 12:::Ni

v této reprezentaci odpovídá následující vlnová funkce antikomutujících promìnných

f (q) = f

0

+ f

i

q

i

+ f

ij

q

i

q

j

+ :::+ f

12:::N

q

1

q

2

:::q

N

: (341)

64

Nebo, co¾ je toté¾, proantikomutovat promìnnou q

i

na první pozici zleva (zprava) a vy¹krtnout ji.
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Operátory P

j

, Q

j

jsou reprezentovány operacemi násobení grassmannovským generátorem a

levou derivací

Q

j

! q

j

; (342)

P

j

! i�h

@

@q

j

: (343)

Takto de�novaná reprezentace je analogií x reprezentace kanonických komutaèních relací,

které jsme vyu¾ívali pøi konstrukci dráhového integrálu, prvek (341) Grassmannovy algebry

odpovídá vlnové funkci. Uka¾me, ¾e v této analogii lze jít je¹tì dále.

Roz¹íøíme-li pùvodní Grassmannovu algebru o dal¹í kopii N antikomutujících generátorù

~q

j

, j = 1; 2; : : : ; N , lze se snadno pøesvìdèit, ¾e zobecnìný stav s vlnovou funkcí

f

eq

(q) =

N

Y

i=1

(q

i

�

e

q

i

) = exp

0

@

�

N

X

j=1

e

q

j

@

@q

j

1

A

q

1

q

2

:::q

N

(344)

je \spoleèným vlastním vektorem" operátorù Q

j

s antikomutujícími vlastními hodnotami ~q

j

:

(Q

j

�

e

q

j

)f

eq

(q) = (q

j

�

e

q

j

)

N

Y

i=1

(q

i

�

e

q

i

) = (�1)

j�1

(q

j

�

e

q

j

)

2

N

Y

i=1;i6=j

(q

i

�

e

q

i

) = 0: (345)

V termínech pùvodního Hilbertova prostoru stavù tomu odpovídá formální lineární kombinace

stavových vektorù s grassmannovskými koe�cienty, (které kvùli konzistenci s Q-reprezentací

musí antikomutovat s operátory P

j

, Q

j

):

j

e

qi =

N

Y

i=1

(Q

i

�

e

q

i

)j0i = exp

0

@

i

�h

N

X

j=1

e

q

j

P

j

1

A

Q

1

Q

2

:::Q

N

j 0i: (346)

Podobnì lze zkonstruovat zobecnìné bra-vektory, které jsou spoleènými vlastními stavy ope-

rátorù Q

j

,

h

e

q j= h0 j exp

0

@

�

i

�h

N

X

j=1

e

q

j

P

j

1

A

; (347)

pro nì¾ platí

h

e

qj (Q

i

�

e

q

i

) = h0 j exp

0

@

�

i

�h

N

X

j=1

e

q

j

P

j

1

A

(Q

i

�

e

q

i

)

= h0 j

�

1�

i

�h

e

q

i

P

i

�

(Q

i

�

e

q

i

) exp

0

@

�

i

�h

N

X

j=1;j 6=i

e

q

j

P

j

1

A

= h0 j (�

e

q

i

�

i

�h

e

q

i

P

i

Q

i

) exp

0

@

�

i

�h

N

X

j=1;j 6=i

e

q

j

P

j

1

A

= 0: (348)

Normalizace vlastních stavù operátorù Q

j

je tedy

h

e

q

0

j

e

qi = h

e

q

0

j

N

Y

i=1

(Q

i

�

e

q

i

)j0i
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=

N

Y

i=1

(

e

q

0

i

�

e

q

i

)h

e

q

0

j0i

=

N

Y

i=1

(

e

q

0

i

�

e

q

i

) (349)

Vlnovou funkci stavù j i

1

i

2

:::i

n

i lze pak získat podobnì jako ve standardním pøípadì jako

skalární souèin

hq j i

1

i

2

:::i

n

i = hq j Q

i

1

Q

i

2

:::Q

i

n

j 0i = q

i

1

q

i

2

:::q

i

n

: (350)

Spoètìme je¹tì Q-reprezentace bra-vektorù

hi

1

i

2

: : : i

n

j

e

qi = (i�h)

�n

h0jP

i

n

P

i

n�1

: : : P

i

1

exp

0

@

i

�h

N

X

j=1

e

q

j

P

j

1

A

Q

1

Q

2

: : : Q

N

j0i

= (i�h)

�n

h0jP

i

n

P

i

n�1

: : : P

i

1

(Q

1

�

e

q

1

)(Q

2

�

e

q

2

) : : : (Q

N

�

e

q

N

)j0i

= (�1)

N�n

"

i

1

;:::;i

n

;k

1

;:::;k

N�n

e

q

k

1

e

q

k

2

: : :

e

q

k

N�n

; (351)

(v posledním øádku je "

i

1

:::i

k

N -dimenzionální Levi-Civitùiv symbol a sèítání pøes indexy

k

1

: : : k

N�n

, které jsou rùzné od indexù i

1

: : : i

n

, se neprovádí).

Analogicky lze nalézt spoleèné vlastní stavy operátorù P

j

s vlnovými funkcemi v Q-

reprezentaci

f

ep

(q) = N exp(

i

�h

N

X

j=1

e

p

j

q

j

) = N

N

Y

j=1

�

1 +

i

�h

e

p

j

q

j

�

; (352)

kde N je vhodný normalizaèní faktor.

Pro takto de�nované vlnové funkce platí

(P

j

�

e

p

j

)f

ep

(q) = N (i�h

@

@q

j

�

e

p

j

)
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Y

i=1

�

1 +
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p
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�
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p

j
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�
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p

j

q

j

�

N

Y
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�

1 +

i

�h

e

p

i

q

i

�

= N (

e

p

j

�

e

p

j

)

N

Y

i=1;i6=j

�

1 +

i

�h

e

p

i

q

i

�

= 0: (353)

V termínech pùvodního Hilbertova prostoru máme

j

e

pi = N exp(

i

�h

N

X

j=1

e

p

j

Q

j

) j 0i: (354)

Pøíslu¹né bra-stavy jsou

h

e

pj = N (i�h)

�N

h0 j P

N

P

N�1

:::P

1

exp

0

@

�

i

�h

N

X

j=1

e

p

j

Q

j

1

A

: (355)

Pro skalární souèiny tìchto stavù s vlastními stavy operátorù Q

j

máme tedy

h

e

qj

e

pi = Nh

e

q j exp

0

@

i

�h

N

X

j=1

e

p

j

Q

j

1

A

j 0i = N exp
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�h

N

X

j=1

e

p

j

e

q

j

1

A

= f
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(

e

q) (356)
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a podobnì

h

e

pj

e

qi = N (i�h)

�N
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P
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1
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= N exp
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@

�

i

�h

N

X

j=1

e

p

j

e

q

j

1

A

: (357)

Normalizace vlastních stavù operátorù P

j

je

h

e

p

0

j

e

pi = N

2

(�i�h)

�N

(

e

p

0

N

�

e

p

N

)(

e

p

0

N�1

�

e

p

N�1

) : : : (

e

p

0

1

�

e

p

1

): (358)

Volbou N = (�1)

N(N�1)=4

(�i�h)

N=2

dostaneme

h

e

p

0

j

e

pi =

N

Y

j=1

(

e

p

0

j

�

e

p

j

); (359)

co¾ je tatá¾ normalizace jako pro vlastní stavy j

e

qi.

Aby analogie s x reprezentací byla kompletní, potøebujeme je¹tì vhodnì zformulovat relace

úplnosti pro zobecnìné stavy j~qi a j~pi a skalární souèin v Q reprezentaci. Má-li být pøiøazení

(340) izomor�smem Hilbertových prostorù, je nutnì skalární souèin dvou vlnových funkcí

(341) f(q) =

P

i

1

<:::i

n

f

i

1

:::i

n

q

i

1

: : : q

i

n

a g(q) =

P

i

1

<:::i

n

g

i

1

:::i

n

q

i

1

: : : q

i

n

v Q-reprezentaci roven

hf(q)jg(q)i =

X

i

1

<:::i

n

f

�

i

1

:::i

n

g

i

1

:::i

n

: (360)

Tento skalární souèin bychom chtìli psát v analogii s x-reprezentací pomocí vhodnì de�nované

operace integrování na Grassmannovì algebøe ve tvaru

65

hf jgi =

Z

hf j

e

qid

N

e

qh

e

qjgi: (361)

Integrál na Grassmannovì algebøe by mìl splòovat po¾adavek linearity, t.j. pro libovolná

(komutující) c-èísla �; � a funkce grassmannovských generátorù f(q); g(q) musí platit

Z

d

N

q(�f(q) + �g(q)) = �

Z

d

N

qf(q) + �

Z

d

N

qg(q): (362)

Staèí tedy tuto operaci de�novat pro uspoøádané monomy. Abychom splnili relaci (360), musí

platit (srov. (350,351))

hi

1

i

2

: : : i

n

Z

j

e

qid

N

e

qh

e

qjj

1

j

2

: : : j

m

i = �

nm

�

i

1

;j

1

: : : �

i

n

;j

n

; (363)

tyto vztahy vyjadøují relaci úplnosti pro stavy j

e

qi,

Z

j

e

qid

N

e

qh

e

qj = 1; (364)

65

Poznamenejme, ¾e v následujícím vztahu zále¾í na poøadí faktorù za integraèním znamením, jak uvidíme

v dal¹ím, symbol d

N

q obecnì nekomutuje s funkcemi grassmannovských promìnných.
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v termínech maticových elementù v bazi ji

1

i

2

: : : i

n

i. Toté¾ explicite, pomocí vlnových funkcí,

znamená po¾adavek platnosti formulí

Z

(�1)

N�n

"

i

1

;:::;i

n

;k

1

;:::;k

N�n

q

k

1

q

k

2

: : : q

k

N�n

d

N

q q

j

1

: : : q

j

m

= �

nm

�

i

1

;j

1

: : : �

i

n

;j

n

: (365)

Tento po¾adavek lze splnit, postulujeme-li

Z

d

N

q q

i

1

q

i

2

: : : q

i

n

= �

nN

"

i

1

;i

2

;:::;i

N

; (366)

kde "

i

1

;i

2

;:::;i

N

je N -dimenzionální Levi-Civitùv symbol

66

, a následující antikomutaèní vlast-

nosti formálních diferenciálù

fdq

i

;dq

j

g = fdq

i

; q

j

g = 0; (367)

pøièem¾ de�nujeme

d

N

q = dq

N

dq

N�1

:::dq

1

: (368)

Máme pak toti¾

Z

q

k

1

: : : q

k

N�n

d

N

q q

j

1

: : : q

j

m

= �

nm

(�1)

N(N�n)

"

k

1

:::k

N�n

j

1

:::j

n

= �

nm

(�1)

N(N�n)+n(N�n)

"

j

1

:::j

n

k

1

:::k

N�n

; (369)

co¾ s uvá¾ením relace (�1)

r

2

= (�1)

r

kompenzuje dodateèný znaménkový faktor na levé

stranì formule (365); pøechod k pravé stranì pak plyne z vlastností "-symbolu.

Poznamenejme, ¾e takto de�novaný \N -dimenzionální" integrál lze chápat jakoN -násobný

\jednodimenzionální" integrál

67

, t.j. poèítaný podle analogu Fubiniovy vìty, de�nujeme-li

Z

dq

j

= 0 ;

Z

dq

j

q

j

= 1: (370)

Integrál na Grassmannovì algebøe byl zaveden F.A. Berezinem [10], na jeho poèest se nazývá

Berezinùv integrál.

Pomocí Berezinova integrálu jsme tedy obdr¾eli relace úplnosti

Z

j

e

qid

N

e

qh

e

qj = 1; (371)

umo¾òující reprezentovat stavové vektory jfi pomocí vlnových funkcí f(q) = hqjfi a operá-

tory O(P;Q) pomocí maticových elementù hq

0

jO(P;Q)jqi. Speciálnì jednotkový operátor je

reprezentován pomocí

68

hq

0

j1jqi =

N

Y

j=1

(q

0

j

� q

j

) = �(q

0

; q); (372)

66

Pro libovolnou funkci tvaru (341) tedy máme

Z

d

N

qf (q) = f

12:::N

:

67

V¹imnìme si, ¾e jednodimenzionální integrál se shoduje s operací (levé) derivace.

68

Uka¾me, ¾e souèin �(q

0

; q) = (q

1

0

�q

1

)(q

2

0

�q

2

) : : : (q

N

0

�q

N

) se vzhledem k Berezinovu integrálu skuteènì

chová jako �-funkce. Rozvineme-li libovolnou funkci f(q) = f(q

0

� (q

0

� q)) do monomù v (q

0

� q), zùstane

po vynásobení �(q

0

; q) pouze èlen \nultého øádu" f(q

0

); Berezinùv integrál �(q

0

; q)-funkce pøes promìnné q

je roven (�1)

N

.
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kde výraz na pravé stranì pøedstavuje Grassmannovský analog �-funkce. Uka¾me, jak lze

pomocí maticových elementù operátorù v Q-reprezentaci spoèítat stopu operátoru O(P;Q).

Vedeni analogií v x reprezentaci, poèítejme následující integrál

Z

d

N

e

qh�

e

qjO(P;Q)j

e

qi =

X

fig;fjg
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n
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2
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N
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Tedy

TrO(P;Q) = (�1)

N

Z

d

N

e

qh�

e

qjO(P;Q)j

e

qi: (373)

Dále doka¾me relace úplnosti i pro stavy j

e

pi,

Z

j

e

pid

N

e

ph

e

pj = 1: (374)

V Q-reprezentaci platí

Z

hq

0

jpid

N

phpjqi = (�i�h)

N

(�1)

N(N�1)=2

Z

d

N

p exp
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� q
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= �(q

0

; q);

co¾ je toté¾ jako (374), srov. (372).

Nyní máme vytvoøený vhodný formalismus pro konstrukci Q-reprezentace evoluèního ope-

rátoru fermionového systému dráhovým integrálem. Budeme pøedpokládat, ¾e hamiltonián

systému je sudá funkce operátorù P a Q (t.j. ¾e v rozvoji hamiltoniánu do monomù v P ,

Q se vyskytují jen sudé monomy) a ¾e je pomocí antikomutaèních relací pøeveden do tzv.

PQ formy (t.j. v¹echny operátory P jsou pøeantikomutovány nalevo od v¹ech operátorù Q).

Potom mù¾eme psát v analogii s x-reprezentací pro M -tou aproximaci maticového elementu

evoluèního operátoru v Q-reprezentaci
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(375)
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Zde jsme rozvinuli exp

�

�

i

�h

H(P;Q)"

�

= 1 �

i

�h

H(P;Q)" + O("

2

) a polo¾ili h~pjH(P;Q)j~qi =

H(~p; ~q), zøejmì tento maticový element je stejnou funkcí antikomutujících promìnných, jako

pùvodní PQ-uspoøádaná funkce operátorových argumentù P; Q. Zahrneme-li normalizaèní

faktor do funkcionální míry, t.j. pí¹eme-li formálnì

D~p(t)D~q(t) = lim

M!1

(�1)

N(M�1)

N

2M

dp

M

M�1

Y

i=1

dp

i

dq

i

; (376)

máme tedy následující reprezentaci evoluèního operátoru dráhovým integrálem pøes antiko-

mutující promìnné

69

h
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q
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j exp
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q
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=
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Z

T

0

dt (~p(t)

_

~q(t)�H(~p(t); ~q

�

(t)))

!

: (377)

Provedeme-li analytické prodlou¾ení T ! �i�h�, lze s vyu¾ítím formule pro stopu v Q-

reprezentaci okam¾itì psát vyjádøení partièní sumy dráhovým integrálem pøes antiperiodické

trajektorie
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eq(0)=�eq(�)

D
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; (378)

kde formálnì

D~p(t)D~q(t) = lim

M!1

(�1)

NM

N

2M

M

Y

i=1

dp

i

dq

i

: (379)

Greenovy funkce fermionových operátorù lze podobnì jako v bozonovém pøípadì získat z

vytvoøujícího funkcionálu. Proto¾e v¹ak fermionové operátory pod znakem T -souèinu antiko-

mutují, nelze pou¾ít jako vnìj¹í zdroje komutující c-èíselné funkce. Vhodným zobecnìním je

v tomto pøípadì pou¾ití antikomutujících vnìj¹ích zdrojù

70

. Pro vytvoøující funkcionál tepel-

ných Greenových funkcí lze pak psát

Z

�

[J

p

; J

q

] = Tre

��H(P;Q)

e

�

R

�

0

d�(P (�)J

p

(�)+J

q

(�)Q(�))

Z

eq(0)=�eq(�)

D

e

p(�)D~q(�)e

i

�h

R

�

0

d�(ep(�)

d

d�

eq(�)+i�hH(ep(�);eq(�))+i�h~p(�)J

p

(�)+i�hJ

q

(�)~q(�))

: (380)

Podobnì (a¾ na normalizaèní faktor) máme pro vyvoøující funkcionál Greenových funkcí v

reálném èase

Z[J

p

; J

q

] = h0jT e

i

�h

R

1

�1

dt(P (t)J

p

(t)+J

q

(t)Q(t))

j0i =

Z

D

e

p(t)D~q(t)e

i

�h

R

1

�1

dt(ep(t)

d

dt

eq(t)�H

�

(ep(t);eq(t))+~p(t)J

p

(t)+J

q

(t)~q(t))

; (381)
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Formální výraz na pravé stranì je tøeba chápat jako symbolický zápis pro limitu výrazù (375). T.j. formule

(375) je de�nicí dráhového integrálu s fermionovými stupni volnosti.

70

Tj. funkcí s hodnotami v lichém sektoru Grassmannovy algebry, resp. prvkù Grassmannovy algebry se

spojitì nekoneènì mnoha generátory J(t), splòující relace

fJ(t); J(t

0

)g = 0;

a antikomutující s operátory P; Q.
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kde se integrace provádí pøes v¹echny trajektorie bez omezení a H

�

obsahuje vhodné i� èleny

potøebné k vydìlení pøíspìvku základního stavu. Zcela analogicky lze reprezentovat vytvoøující

funkcionál euklidovské teorie.

Greenovy funkce se z vytvoøujících funkcionálù získají funkcionálním derivováním podle

antikomutujících zdrojù. Podobnì jako v bozonovém pøípadì se funkcionální derivace de�nuje

formulí

�

�J(t

0

)

Z[J(t)] =

d

da

Z[J(t) + a�(t� t

0

)]j

a=0

;

kde v¹ak nyní a je grassmannovský generátor antikomutující s J(t) ( a s ostatními podob-

nými generátory v pøípadì vícenásobných derivací). Takto de�nované funkcionální derivace

navzájem antikomutují, co¾ zabezpeèuje po¾adovanou vlastnost antisymetrie výsledných Gre-

enových funkcí.

1.13 Gaussovské integrály pøes antikomutující promìnné

Podobnì jako v pøípadì bozonových (t.j. komutujících) stupòù volnosti tvoøí gaussovské inte-

grály dùle¾itou tøídu exaktnì spoèitatelných dráhových integrálù, platí toté¾ i o fermionových

dráhových integrálech s kvadratickou akcí, které se v tomto kontextu také nazývají gaussov-

ské. Diskusi takovýchto integrálù je vìnována tato podkapitola.

Nejprve uvedeme nìkolik vlastností Berezinových integrálù, které budou dùle¾ité i v dal¹ím

a které jsou analogické vlastnostem obyèejných integrálù s komutujícími promìnnými. První

z tìchto vlastností je translaèní invariance. Jsou-li q

0

libovolné grassmannovské generátory,

rùzné od lineárních kombinací monomù generátorù q

i

, platí

Z

dqf(q + q

0

) =

Z

dqf(q); (382)

jak se snadno pøesvìdèíme rozvojem funkce f(q+q

0

) do monomù v generátorech q

i

. Platí také

analog vìty o substituci. Nech» A je regulární matice N �N , potom mù¾eme psát

Z

d

N

qf(Aq) =

X

fig

Z

d

N

qf

12:::N

A

1i

1

A

2i

2

: : : A

Ni

N

q

i

1

q

i

2

: : : q

i

N

=

= f

12:::N

X

fig

"

i

1

i

2

���i

N

A

1i

1

A

2i

2

: : : A

Ni

N

= f

12:::N

detA =detA

Z

d

N

qf(q); (383)

t.j.

Z

d

N

qf(Aq) = detA

Z

d

N

qf(q): (384)

V¹imnìte si rozdílu mezi touto formulí a vìtou o substituci pro obyèejné N -dimenzionální

integrály, spoèívající v zámìnì jacobiánu inverzním jacobiánem.

Nyní máme pøipraveny prostøedky pro výpoèet N -dimenzionálního gaussovského integrálu

pøes antikomutující promìnné. Nech» A je regulární matice N �N . Potom mù¾eme psát

Z

N

Y

k=1

d

e

p

k

d

e

q

k

exp

0

@

N

X

i;j=1

e

p

i

A

ij

e

q

j

1

A

= (�1)

N(N�1)

2

Z

d

N

e

pd

N

e

q

1

N !

0

@

N

X

i;j=1

e

p

i

A

ij

e

q

j

1

A

N
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= (�1)

N(N�1)

2

1

N !

X

fig;fjg

Z

d

N

e

pd

N

e

q

e

p

i

1

A

i

1

j

1

e

q

j

1

e

p

i

2

A

i

2

j

2

e

q

j

2

: : :

e

p

i

N

A

i

N

j

N

e

q

j

N

= (�1)

N(N�1)

2

1

N !

X

fig;fjg

Z

d

N

e

pd

N

e

q(�1)

N(N+1)

2

e

q

j

1

: : :

e

q

j

N

e

p

i

1

A

i

1

j

1

: : :

e

p

i

N

A

i

N

j

N

= (�1)

N

1

N !

X

fig;fjg

"

j

1

j

2

���j

N

"

i

1

i

2

���i

N

A

i

1

j

1

A

i

2

j

2

: : : A

i

N

j

N

= (�1)

N

detA: (385)

V následující formuli jsou J

p

a J

q

nazávislé antikomutující generátory. Platí

Z

N

Y

k=1

d

e

p

k

d

e

q

k

exp(p

T

�A � q + p

T

� J

p

+ J

T

q

� q)

=

Z

N

Y

k=1

d

e

p

k

d

e

q

k

exp

�

(p+ (A

�1

)

T

� J

q

)

T

�A � (q +A

�1

� J

p

)� J

T

q

�A

�1

�J

p

�

= exp

�

�J

T

q

�A

�1

�J

p

�

Z

N

Y

k=1

d

e

p

k

d

e

q

k

exp

�

p

T

�A � q

�

= (�1)

N

detA exp

�

�J

T

q

�A

�1

�J

p

�

; (386)

kde jsme u¾ili translaèní invariance. Máme tedy následující analog formule (17):

Z

N

Y

k=1

dp

k

dq

k

exp(p

T

�A � q + p

T

� J

p

+ J

T

q

� q) = (�1)

N

detA exp

�

�J

T

q

�A

�1

�J

p

�

: (387)

Uka¾me pou¾ití této formule k výpoètu berezinovského dráhového integrálu pro konkrétní

fermionový systém. Uva¾ujme èástici se spinem 1=2 ve vnìj¹ím homogenním magnetickém

poli orientovaném ve smìru tøetí souøadnicové osy s indukcí B. Odhlédneme-li od orbitálních

stupòù volnosti, lze interakci systému s magnetickým polem popsat hamiltoniánem

H = �2�Bs

3

; (388)

kde � je magnetický moment. Základní stav odpovídá orientaci magnetického momentu do

smìru indukce, excitovaný stav odpovídá opaèné orientaci, t.j.

j0i = j "i; j1i = j #i;

kde

s

3

j "i =

1

2

j "i; s

3

j #i = �

1

2

j #i:

Posunovací operátory s

�

= s

1

� is

2

pùsobí na tyto stavy standardním zpùsobem:

s

+

j "i = 0; s

�

j "i = j #i

s

�

j #i = 0; s

+

j #i = j "i;

pøièem¾

[s

+

; s

�

] = 2s

3;

fs

+

; s

�

g = 1;
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poslední vztah lze ovìøit pøímým dosazením. Operátory s

�

jsou tedy analogem fermionových

kreaèních a anihilaèních operátorù. Hamiltonián lze pak pøepsat na tvar

H = ��B[s

+

; s

�

] = ��B(2s

+

s

�

� 1)

systém je tudí¾ fermionovým analogem harmonického oscilátoru. Zavedeme-li operátory P a

Q stejnì, jako v pøedchozí podkapitole, t.j. Q = s

�

, P = i�hs

+

, máme

H = �

1

i�h

�B(2PQ� i�h);

s u¾itím formule (375) mù¾eme psát následující vyjádøení jádra evoluèního operátoru v Q-

reprezentaci pomocí dráhového berezinovského integrálu (v dal¹ím vynecháváme znaménko

limity pro M !1 pro zjednodu¹ení zápisu):

h

f

q

00

j exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

q

0

i

= �(i�h)

M

Z

d

e

p

M

M�1

Y

i=1

d

e

p

i

d

e

q

i

exp

0

@

i

�h

M

X

j=1

(

e

p

j

(

e

q

j

�

e

q

j�1

) +

1

i�h

�B"(2

e

p

j

e

q

j�1

� i�h))

1

A

= �(i�h)

M

e

(

�

i

�h

�BT

)

Z

d

e

p

M

e

i

�h

ep

M

eq

M

M�1

Y

i=1

d

e

p

i

d

e

q

i

exp

�

i

�h

(

e

p

T

�A �

e

q +

e

p

T

� J

p

+ J

T

q

�

e

q)

�

: (389)

V posledním výrazu

J

p

= �(1 + 2

i

�h

�B")

0

B

B

B

B

@

e

q

0

0

.

.

.

0

1

C

C

C

C

A

; J

q

= �(1 + 2

i

�h

�B")

0

B

B

B

B

@

0

0

.

.

.

e

p

M

1

C

C

C

C

A

; (390)

a dále

A =

0

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 � � � 0

�(1 + 2

i

�h

�B") 1 0

0 �(1 + 2

i

�h

�B")

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0

0 � � � 0 �(1 + 2

i

�h

�B") 1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

: (391)

K výpoètu tohoto integrálu podle formule (386) potøebujeme znát determinant matice A a

prvek A

�1

M�1;1

inverzní matice k matici A. Snadno spoèítáme

detA =1; A

�1

M�1;1

= (�1)

M

(�1)

M�2

(1 + 2

i

�h

�B")

M�2

:

Po dosazení za gaussovský integrál obdr¾íme

h

f

q

00

j exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

q

0

i

= �(i�h)

M

e

�

i

�h

�BT

Z

d

e

p

M

e

i

�h

ep

M

eq

M

�

i

�h

�

M�1

(�1)

M�1

exp

�

�

i

�h

e

p

M

e

q

0

(1 + 2

i

�h

�B")

M

�
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= �i�h exp

�

�

i

�h

�BT

�

Z

d

e

p

M

exp

�

i

�h

e

p

M

(

e

q

M

�

e

q

0

(1 + 2

i

�h

�B")

M

)

�

! �i�h exp

�

�

i

�h

�BT

�

Z

d

e

p

M

exp

�

i

�h

e

p

M

(

e

q

M

�

e

q

0

e

2

i

�h

�BT

)

�

= � exp

�

�

i

�h

�BT

�

(

e

q

0

e

2

i

�h

�BT

�

g

q

00

):

Pøedchozí výpoèet umo¾òuje najít dal¹í charakteristiky uva¾ovaného systému. Analytickým

prodlou¾ením T ! �i�h� obdr¾íme Q-reprezentaci matice hustoty a u¾itím formule (373) pro

stopu máme pro partièní sumu

Z

�

= �

Z

dqh�qj exp (��H(P;Q)) jqi =

Z

dq exp (��B�) (qe

2�B�

+ q)

= e

��B�

+ e

�B�

; (392)

co¾ je standardní fermionová dvouhladinová partièní suma.

Vra»me se je¹tì k evoluènímu operátoru. Porovnáním s formulí (375) máme

h

f

q

00

j exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

q

0

i = (�i�h)

1=2

Z

d

e

p

M

e

i

�h

ep

M

eq

00

h

e

p

M

j exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

q

0

i (393)

tzn. pro maticový element evoluèního operátoru ve \smí¹ené" PQ reprezentaci je

h

e

pj exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

qi = exp

�

�

i

�h

�BT

�

exp

�

�

i

�h

e

p

e

qe

2

i

�h

�BT

�

: (394)

Stejnì jako v pøípadì gaussovských integrálù s bozonovými promìnnými lze i berezinovské

gaussovské integrály poèítat klasickými metodami, t.j místo mnohonásobné integrace pøes an-

tikomutující promìnné staèí spoèítat \klasickou" akci podél extremální trajektorie s vhodnými

okrajovými podmínkami. Proto¾e gaussovská integrace vy¾aduje stejný poèet promìnných p a

q, hodí se ke spojitému zobecnìní formule (386) maticový element ve smí¹ené PQ reprezentaci.

Pro nìj máme následující vyjádøení dráhovým integrálem

71

(srov. (375)):

h

e

pj exp

�

�

i

�h

H(P;Q)T

�

j

e

qi

= (i�h)

1=2

Z

~p(T )=ep

~q(0)=eq

D~p(t)D~q(t) exp

 

i

�h

(�~p(T )~q(T ) +

Z

T

0

dt (~p(t)

_

~q(t)�H(~p(t); ~q(t))))

!

:

(395)

Pro interakci obsahující nejvý¹e jednu první derivaci je v pøípadì gaussovských integrálù

difrenciální operátor urèující kvadratickou formu v exponenciále integrandu operátorem prv-

ního øádu, nadto nehermitovským. Ve vý¹e uva¾ovaném pøíkladu je tento operátor dán formulí

lim

M!1

1

"

A

M

=

d

dt

� 2

i

�h

�B (396)

a klasická akce vymizí pro trajektorie, které jsou øe¹ením klasických pohybových rovnic

_q(t)� 2

i

�h

�Bq(t) = 0; q(0) = q (397)

_p(t) + 2

i

�h

�Bp(t) = 0; p(T ) = p (398)

71

Opìt je tøeba formální dráhový integrál chápat ve smyslu limity diskrétních aproximací.
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Je tedy

q(t) = q exp

�

2

i

�h

�Bt

�

:

Dosadíme-li toto øe¹ení do exponenciály dráhového integrandu, zreprodukujeme maticový

element (394).
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1.14 Cvièení

1. Obecnou kvantovací proceduru

H(p; x) �!

b

H(

b

p;

b

x);

pøiøazující klasické fyzikální pozorovatelné reprezentované (reálnou) funkcí H(p; x) na

fázovém prostoru samosdru¾ený operátor

b

H(

b

p;

b

x), který je operátorovou funkcí neko-

mutujících operátorù

b

p a

b

x na Hilbertovì prostoru stavù, lze formálnì popsat relací

b

H(

b

p;

b

x) =

1

(2��h)

2

Z

dpdxd�d�F (�; �)H(p; x) exp

�

i

�h

(�(

b

x� x) + �(

b

p� p))

�

:

Zde funkce F (�; �) rozli¹uje jednotlivá kvantovací schémata. Uka¾te,¾e

(a) po¾adavek samosdru¾enosti operátoru

b

H(

b

p;

b

x) a pøirozený po¾adavek korespon-

dence

f(p) �! f(

b

p)

f(x) �! f(

b

x)

je zaruèena splnìním relací

F

�

(��;��) = F (�; �);

F (0; �) = F (�; 0) = 1

(b) pro px, resp. xp kvantovací pøedpis je F (�; �) = exp

�

�

i

2�h

��

�

a pro Weylovo

kvantování je F (�; �) = 1

(c) inverzní relace, pøiøazující operátoru

b

H funkci H(p; x) (která se v této souvislosti

nazývá symbolem operátoru

b

H odpovídajícím danému kvantovacímu schématu)

je

72

H(p; x) =

1

(2��h)

2

Z Z

dp

0

dx

0

d� exp

�

i

�h

(px

0

+ p

0

x)

�

� F (p

0

; x

0

)

�1

exp

�

�

i

�h

p

0

�

�

H(� � x

0

=2; � + x

0

=2);

kde H(x

00

; x

0

) = hx

00

j

b

Hjx

0

i je maticový element operátoru

b

H v x�reprezentaci.

2. Uka¾te, ¾e Weylùv symbol operátoru

b

p �A(

b

x) +A(

b

x) �

b

p, kde A(x) je hladká funkce, je

roven 2p �A(x).

3. Doka¾te, ¾e je-li

b

H

W

weylovsky prokvantovaná klasická pozorovatelná H(p; x) (t.j.

H(p; x) je Weylovým symbolem operátoru

b

H

W

), potom platí

hx

00

j

b

H

W

jx

0

i =

Z

dp

2��h

e

i

�h

p(x

00

�x

0

)

H(p;

x

00

+ x

0

2

):

72

V¹imnìme si, ¾e v této formuli nemusí operátor

b

H odpovídat nìjaké fyzikální pozorovatelné (t.j. napø.

nemusí být samosdru¾ený) a tedy symbol H(p; x) nemusí být reálná funkce odpovídající nìjaké klasické po-

zorovatelné. Typickým pøíkladem operátoru, pro který má smysl konstruovat pøíslu¹ný symbol a který není

fyzikální pozorovatelnou, je matice hustoty, její¾ symbol v jistém smyslu pøedstavuje \kvantovou distribuèní

funkci na fázovém prostoru".
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4. Doka¾te následující transformaèní vlastnosti Wienerovy míry

(a) pro d� dimenzionální rotaci R 2 SO(d) platí

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)F [R � x(t)] =

Z

dW (R � x

00

;R � x

0

; t

00

; t

0

)F [x(t)]

(b) pro dostateènì hladkou trajektorii a(t) platí

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)F [x(t) + a(t)] =

Z

dW (x

00

+ a(t

00

);x

0

+ a(t

0

); t

00

; t

0

)F [x(t)]

� exp

 

�

M

2

 

Z

t

00

t

0

d�

�

_
a(�)

2

+ 2x(�) �
�
a(�)

�

� x

00

�
_
a(t

00

) + x

0

�
_
a(t

0

)

!!

:

5. Najdìte øe¹ení x

j

, (j = 1; 2 : : :) \diskrétní pohybové rovnice" pro lineární harmonický

oscilátor

1

"

�

(x

j

� x

j�1

)

"

�

(x

j�1

� x

j�2

)

"

�

+ !

2

x

2

j�1

= 0

(zde " = T=n) s okrajovými podmínkami

x

0

= x;

0

x

n

= x

00

a uka¾te, ¾e v limitì n!1 pøechází v øe¹ení

73

diferenciální rovnice

�x(t) + !

2

x(t) = 0

s okrajovými podmínkami

x(0) = x;

0

x(T ) = x

00

:

6. Najdìte charakteristický funkcionál (t.j. Fourierovu transformaci) Z[F(t)] Wienerovy

míry

Z[F(t)] =

Z

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

) exp

 

i

Z

t

00

t

0

d�F(�) � x(�)

!

:

a pomocí nìho spoètìte následující støední hodnoty

(a) støední hodnotu souøadnice

hx

i

(t)i =

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)x

i

(t)

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)

(b) korelaèní funkci

h(x(s)� x(t))

i

(x(s)� x(t))

j

i =

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)(x(s)� x(t))

i

(x(s)� x(t))

j

R

dW (x

00

;x

0

; t

00

; t

0

)

:

Spoèítejte také hx

i

(t)i pøímo pomocí formule pro Wienerùv integrál cylindrické funkce.

7. Spoèítejte

73

Zde klademe j"! t pro n!1.
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(a) regularizovaný funkcionální determinant operátoru A zadaného formulí

74

A = m

 

d

2

dt

2

+ !

2

�(t)

!

na prostoru funkcí  (t), t 2 (�T=2; T=2) s okrajovými podmínkami  (�T=2) =

 (T=2) = 0,

(b) u¾itím pøedchozího výsledku spoèítejte gaussovský dráhový integrál

Z

x(T=2)=x

00

x(�T=2)=x

0

Dx(t) exp

 

i

�h

Z

T=2

�T=2

dt

 

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

�(t)

2

!!

:

8. Pro lineární harmonický oscilátor s hamiltoniámen H =

b

p

2

=2m +m!

2

b

x

2

=2 spoèítejte

funkcionálními metodami následující maticové elementy:

(a) støední hodnotu souøadnice x v èase t = s, jestli¾e se systém nacházel v èase t = 0,

resp. t = T ve stavech s ostrou hodnotou souøadnice jx

0

i, resp. jx

00

i

hx

00

je

�

i

�h

H(T�s)

b

xe

�

i

�h

H(s)

jx

0

i

=

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)x(s) exp

 

i

�h

Z

T

0

dt

 

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

!!

(b) støední hodnotu kvadrátu souøadnice x v èase t = s pøi tém¾e èasovém vývoji

hx

00

je

�

i

�h

H(T�s)

b

x

2

e

�

i

�h

H(s)

jx

0

i

=

Z

x(T )=x

00

x(0)=x

0

Dx(t)x(s)

2

exp

 

i

�h

Z

T

0

dt

 

m _x(t)

2

2

�

m!

2

x(t)

2

2

!!

:

9. Uva¾ujme nerelativistickou bezspinovou èástici s elektrickým nábojem e nacházející se ve

vnìj¹ím homogenním magnetickém poli B = (0; 0; B). Spoèítejte dráhovým integrálem

(a) propagátor hx

00

je

�

i

�h

HT

jx

0

i

(b) energii základního stavu

(c) partièní funkci.

Poznámka: Vektorový potenciál berte ve tvaru A = (1=2)B � x.

74

Zde �(t) = 0 pro t < 0 a �(t) = 1 pro t > 0 je skoková funkce.
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2 Funkcionální integrál v kvantové teorii pole

2.1 Teorie pole ve Schrödingerovì reprezentaci

Formálnì znamená pøechod od kvantové mechaniky ke kvantové teorii pole náhradu systému

s koneènì mnoha stupni volnosti systémem se (spojitì) nekoneènì mnoha stupni volnosti. Z

hlediska kvantové teorie v¹ak tento formální pøechod zdaleka není triviální a vede k podstatnì

novým kvalitativním vlastnostem kvantovì polních systémù.

Pro jednoduchost uva¾ujme v dal¹ím reálné skalární pole v koneèném objemu V . V (bo-

zonové) teorii hrají roli zobecnìných souøadnic hodnoty pole �(x) v ka¾dém bodì x objemu

V . Tedy ka¾dá klasická kon�gurace je v lagrangeovském formalismu zadána v¹emi hodno-

tami pole �(x) a hodnotami derivace podle èasu

_

�(x), které hrají roli zobecnìných rychlostí.

Dynamika systému je urèena pomocí lagrangiánu, zapsaného jako prostorový integrál z lagran-

geovské hustoty

L =

Z

V

d

d

xL(�(x);

_

�(x);r�(x); : : :): (399)

Pøechod k hamiltonovkému formalismu, potøebnému pro proceduru kanonického kvantování,

lze provést náhradou polního systému \regularizovaným" systémem s koneènì mnoha stupni

volnosti, pro který se formuluje hamiltonovská mechanika standardním zpùsobem, a násled-

ným zpìtným limitním pøechodem k systému s nekoneènì mnoha stupni volnosti (a eventuelnì

limitou V !1). Jedna z mo¾ností, jak to provést, má tìsný vztah k formulaci funkcionálního

integrálu v teorii pole. Metoda spoèívá v rozdìlení objemu V na N bunìk objemu �V = V=N .

S ka¾dou buòkou �V

j

se asociuje promìnná �

j

, de�novaná jako støední hodnota pole � v této

buòce,

�

j

=

1

�V

Z

�V

j

d

d

x�(x) (400)

a pùvodní polní kon�gurace a její prostorové derivace se v lagrangiánu nahradí po èástech

konstantními funkcemi

�(x) ! �

reg

(x) =

N

X

j=1

�

j

�

�V

j

(x)

r�(x) ! r�

reg

(x) =

N

X

j=1

r�

j

(f�

k

g)�

�V

j

(x); (401)

kde �

�V

j

(x) jsou charakteristické funkce bunìk �V

j

. r�

j

(f�

k

g) jsou pak vhodné diskrétní

aproximace parciálních derivací, vyjádøené pomocí støedních hodnot pole v buòkách blízkých

j-té. Tímto postupem se obdr¾í regularizovaný systém s N stupni volnosti s lagrangiánem

L

reg

=

N

X

j=1

�V

j

L(�

j

;

_

�

j

;r�

j

(f�

k

g); : : :): (402)

Zobecnìné impulsy �

j

k souøadnicím �

j

pak jsou

�

j

= �V

j

@L

@

_

�

j

= �V

j

�

j

: (403)
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Pro Hamiltonián máme

H =

N

X

j=1

�

j

_

�

j

� L =

N

X

j=1

�V

j

(�

j

_

�

j

�L(�

j

; : : :) =

N

X

j=1

�V

j

H(�

j

; �

j

; : : :): (404)

Hamiltonovy pohybové rovnice jsou

_

�

j

=

@

@�

j

H =

@

@�

j

H (405)

_�

j

=

1

�V

j

_

�

j

= �

1

�V

j

@

@�

j

H = �

@

@�

j

H (406)

Tím je zformulována hamiltonovská klasická mechanika regularizovaného systému. Pøechod k

nekoneènému poètu stupòù volnosti je pøímoèarý a bezproblémový, spoèívá v zámìnì �

j

!

�(x) a �

j

! �(x).

Regularizovaný systém lze kvantovat postulováním standardních kanonických komutaè-

ních relací

75

[�

i

;�

j

] = �V

j

[�

i

; �

j

] = i�

ij

: (407)

V prostoru stavù existují zobecnìné vlastní stavy operátorù �

j

�

j

j�i = �

j

j�i: (408)

Kvantové stavy j i lze reprezentovat v �-reprezentaci jako vlnové funkce N promìnných �

j

,

de�nované skalárním souèinem  (�

j

) = h�j i, z Hilbertova prostoru L

2

(R

N

). Operátory �

j

jsou pak standardnì reprezentovány operátorem násobení, operátory �

j

pak pomocí diferen-

ciálních operátorù, t.j.

�

j

 (�) = �

j

 (�) (409)

�

j

 (�) = �

i

�V

@

@�

j

 (�): (410)

V¹imnìme si, ¾e komutaèní relace (407) lze zformulovat \spojitì" v termínech po èástech

konstantních polí �

reg

(x) =

P

N

j=1

�

j

�

�V

j

(x) a �

reg

(x) =

P

N

j=1

�

j

�

�V

j

(x) ve tvaru

[�

reg

(x); �

reg

(y)] = i

1

�V

�(x;y); (411)

kde �(x;y) 2 f0; 1g podle toho, patøí-li x a y do té¾e buòky. Limitní pøechod k pùvodní polní

teorii N !1 (t.j. �V

i

! 0) tedy vy¾aduje postulovat komutaèní relace ve \spojitém tvaru"

[�(x); �(y)] = lim

�V!0

[�

reg

(x); �

reg

(y)] = i�

d

(x� y): (412)

Formální limitní pøechod od Hilbertova prostoru L

2

(R

N

) a operátorù (409) k Hilbertovu

prostoru stavù spojité kvantové teorie pole a pøíslu¹ným polním operátorùm v¹ak není pøí-

moèarý. Na rozdíl od relací (407) odpovídajících koneènì mnoha stupòùm volnosti, které

mìly a¾ na unitární transformaci jednoznaènou reprezentaci (409), (410), existuje nekoneènì

mnoho unitárnì neekvivalentních reprezentací komutaèních relací spojité teorie (412). V dal-

¹ím zavedeme formalismus, který nám umo¾ní tento jev ilustrovat.
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Od tohoto okam¾iku a¾ na výjimky budeme pou¾ívat soustavu jednotek s c = �h = 1.
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V analogii s � reprezentací a v souladu s formálním limitním pøechodem N !1, �V !

0 reprezentujme stavy kvantové teorie pole pomocí vlnových funkcionálù 	[�(x)], jejich¾

argumentem je klasická polní kon�gurace �(x), ani¾ bychom blí¾e speci�kovali podmínky

na vlastnosti tìchto funkcionálù. Reprezentací relací (412) na vlnových funkcionálech jsou

operátory násobení a funkcionální derivace

�(y)	[�(x)] = �(y)	[�(x)] (413)

�(y)	[�(x)] = �i

�

��(y)

	[�(x)]: (414)

Reprezentaci prostoru stavù lze chápat jako analogii x-reprezentace v kvantové mechanice,

pøedpokládáme-li existenci zobecnìných spoleèných vlastních stavù operátorù �(x), t.j. stavù

j�(x)i, indexovaných klasickými kon�guracemi �(x), splòujících

�(y)j�(x)i = �(y)j�(x)i; (415)

vlnové funkcionály lze pak chápat jako formální skalární souèiny 	[�(x)] = h�(x)j	i. Jako

pøíklad uveïme vlnové funkcionály vlastních stavù operátoru �(x), t.j. stavù splòujících

�(y)j�(x)i = �(y)j�(x)i: (416)

V analogii s kvantovou mechanikou máme

	

�

[�(x)] = h�(x)j�(x)i = N exp

�

i

Z

d

d

y�(y)�(y)

�

; (417)

kde N je vhodný normalizaèní faktor.

Hilbertùv prostor regularizované teorie lze chápat jako podprostor funkcionálù tvaru

	

reg

[�(x)] =  (f

1

�V

R

�V

j

d

d

x�(x)g), kde  2 L

2

(R

N

) jsou pùvodní vlnové funkce

76

. Ztoto¾níme-

li dále pùvodní operátory �

j

a �

j

s operátory (1=�V )

R

�V

j

d

d

x�(x), resp. (1=�V )

R

�V

j

d

d

x�(x),

zreprodukujeme zpìtnì reprezentaci (409).

Uka¾me, jak stavový prostor vlnových funkcionálù souvisí s Fockovým prostorem forma-

lismu druhého kvantování. Uva¾ujme (neinteragující) teorii reálného skalárního pole s kvad-

ratickým hamiltoniánem

H =

Z

d

d

x

1

2

�

�(x)

2

+ �(x)


2

�(x)

�

; (418)

kde 
 je jednoèásticový (poprvé kvantovaný) hamiltonián (napø.

p

�r

2

+m

2

pro pøípad

Kleinova-Gordonova pole s hmotou m). V dal¹ím budeme pro jednoduchost pøedpokládat, ¾e

operátor 
 je diagonální v impulsové reprezentaci. Ve �-reprezentaci lze napsat Schrödinge-

rovu rovnici pro stacionární stavy

1

2

Z

d

d

x

 

�

�

2

��(x)

2

+�(x)


2

�(x)

!

	

E

[�] = E	

E

[�] (419)

V analogii s kvantovì mechanickým harmonickým oscilátorem máme pro základní stav

	

0

[�] = N

0

exp

�

�

1

2

Z

d

d

x�(x)
�(x)

�

; (420)
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Ekvivalentnì lze ztoto¾nit Hilbertùv prostor stavù regularizované teorie s funcionály na po èástech kon-

stantních polních kon�guracích �

reg

(x)
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kde N

0

je vhodná normalizaèní konstanta. Odpovídající vlastní hodnota, jak se lze pøesvìdèit

pøímým dosazením do (419), je

E

0

=

1

2

Tr
 =

1

2

Z

d

d

xhxj
jxi; (421)

kde Tr je funkcionální stopa operátoru. Pomocí operátorù �(x), �(x) lze sestrojit kreaèní a

anihilaèní operátory pøedpisem

77

a(p) =

Z

d

d

xe

�ip�x

(E(p)�(x) + i�(x)) (422)

a

+

(p) =

Z

d

d

xe

ip�x

(E(p)�(x) � i�(x)) ; (423)

(kde funkce E(p)je de�nována relací 
e

ip�x

= E(p)e

ip�x

), pøièem¾ platí

a(p)	[�] = 0; (424)

a jsou splnìny kanonické komutaèní relace

78

[a(p); a

+

(p

0

)] = (2�)

d

2E(p)�

(d)

(p� p

0

): (425)

Tyto de�nièní relace lze snadno invertovat a vyjádøit operátory �(x) a �(x) pomocí kreaèních

a anihilaèních operátorù

79

77

Pokud by operátor 
 nebyl diagonální v impulsové reprezentace, konstruovali bychom kreaèní a anihilaèní

operátory pomocí úplného systému vlastních stavù, splòujících


f

�

(x) = E

�

f

�

(x);

Z

d

d

xf

�

�

(x)f

�

(x) = (2�)

d

�

��

;

kde � je soubor kvantových èísel, jednoznaènì urèující danný vlastní stav a �

��

je Diracova delta funkce pro

spojité spektrum �, resp. Kroneckerovo delta pro diskrétní vlastní hodnoty. Pøíslu¹né formule pro kreaèní a

anihilaèní operátory pak znìjí

a

�

=

Z

d

d

xf

�

�

(x) (E

�

�(x) + i�(x))

a

+

�

=

Z

d

d

xf

�

(x) (E

�

�(x)� i�(x)) :

Ostatní relace zùstávají v platnosti po zámìnì p ! �,

R

dp !

R

d�, kde poslední integrál je symbolickým

zápisem pro sumu pøes diskrétní hodnoty � a integraci pøes spojitou èást spektra velièin �, tedy napø. komutaèní

relace jsou

[a

�

; a

+

�

] = (2�)

d

2E

�

�

��

a inverzní relace mají tvar

�(x) =

Z

d�

1

(2�)

d

2E

�

(a

�

f

�

(x) + a

+

�

f

�

�

(x))

�(x) =

Z

d�

1

2i(2�)

d

(a

�

f

�

(x)� a

+

�

f

�

�

(x)):
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Následující formule odpovídá nekoneènému objemu V , v pøípadì koneèného objemu máme

[a(p); a

+

(p

0

)] = V 2E(p)�

pp

0

:

79

V této a následující formuli pou¾íváme integrání formule platné pro nekoneèný objem V . V pøípadì, ¾e
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�(x) =

Z

d

d

p

(2�)

d

1

2E(p)

�

a(p)e

ip�x

+ a

+

(p)e

�ip�x

�

(426)

�(x) =

Z

d

d

p

2i(2�)

d

�

a(p)e

ip�x

� a

+

(p)e

�ip�x

�

: (427)

Hamiltonián v termínech anihilaèních a kreaèních operátorù má a¾ na (obecnì nekoneènou)

konstantu standardní tvar podruhé kvantovaného jednoèásticového operátoru

80




H =

Z

d

d

p

(2�)

d

2E(p)

�

E(p)a

+

(p)a(p) + V E(p)

2

�

: (428)

Tedy 	

0

[�] lze interpretovat jako fockovské vakuum a vlastní stavy tohoto hamiltoniánu lze

reprezentovat vlnovými funkcionály tvaru

	

p

1

:::p

n

[�] = a

+

(p

1

) : : : a

+

(p

n

)	[�]; (429)

interpretovanými jako n-èásticové stavy s energií E =

P

i

E(p

i

), t.j. napø. jednoèásticový stav

má vlnový funkcionál

	

p

[�] =

Z

d

d

xe

ip�x

2E(p)�(x)	

0

[�]: (430)

n-èásticové stavy tvoøí zobecnìnou bazi Fockova prostoru stavù. Formule (426) lze tedy chá-

pat tak, ¾e jsme zkonstruovali reprezentaci kanonických komutaèních relací (412) na Fockovì

prostoru stavù, který je fyzikálnì interpretovatelným Hilbertovým prostorem stavù (t.j. pro-

storem s korektnì de�novaným skalárním souèinem, �xovaným relacemi (425) ).

Jak nyní uká¾eme, je Fockùv prostor vlastním podprostorem plného prostoru funkcio-

nálù 	[�] , t.j. existují funkcionály, které nelze vyjádøit jako (nekoneènou) superpozici tìchto

stavù. Uká¾eme dokonce, ¾e existují celé fockovské prostory takovýchto funkcionálù; jako ta-

kové budou tedy realizovat reprezentace kanonických komutaèních relací, které v¹ak nebudou

souviset navzájem unitární transformací.

Pøíklad takového prostoru sestrojíme pomocí Fockova vakua 	

0

[�] následovnì. Uva¾ujme

vlnový funkcionál tvaru

	

�

[�] = 	

0

[�� �] = exp

�

�

Z

d

d

x�(x)

�

��(x)

�

	

0

[�]; (431)

kde �(x) je vhodná pevnì zvolená klasická kon�gurace. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e toto \po-

sunuté" vakuum je anihilováno \posunutými" anihilaèními operátory

a(p)

�

=

Z

d

d

xe

�ip�x

(E(p)(�(x) � �(x)) + i�(x)) ; (432)

uva¾ujeme koneèný objem, je tøeba zamìnit impulsové integrály za diskrétní sumy

Z

d

d

p!

(2�)

d

V

X

p2(2�=V

1=d

)Z

d

:

80

Zde jsme výraz zapsali v limitì V !1 a formálnì ztoto¾nili �

(d)

(0) =

V

(2�)

d

.
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sdru¾ené kreaèní operátory mají tvar

a

+

(p)

�

=

Z

d

d

xe

ip�x

(E(p)(�(x) � �(x))� i�(x)) : (433)

Tyto operátory opìt splòují relace (425), s jejich pomocí lze zkonstruovat Fockùv prostor s

vakuem 	

�

[�].

Zkoumejme nyní vztah mezi pùvodním a \posunutým" Fockovým prostorem. Zdánlivì

pøechod mezi pùvodním a posunutým vakuem zprostøedkovává unitární operátor

U [�] = exp

�

�i

Z

d

d

x�(x)�(x)

�

; (434)

nebo» formálnì

a(p)

�

= U [�]a(p)U

+

[�]; a

+

(p)

�

= U [�]a

+

(p)U

+

[�]: (435)

Musíme v¹ak být opatrní, nebo» na jednotlivých Fockových prostorech je tøeba ka¾dý operá-

tor vyjádøit pomocí normálnì uspoøádaných souèinù odpovídajících kreaèních a anihilaèních

operátorù. S vyu¾itím relace e

A+B

= e

A

e

B

e

�

1

2

[A;B]

, platné pro operátory komutující s komu-

tátorem [A;B], máme

U [�] = exp

 

�

Z

d

d

x�(x)

Z

d

d

p

2(2�)

d

�

a(p)e

ip�x

� a

+

(p)e

�ip�x

�

!

= exp

 

�

Z

d

d

p

2(2�)

d

�

a(p)~�

�

(p)� a

+

(p)~�(p)

�

!

= exp

 

�

1

2

Z

d

d

p

2(2�)

d

E(p)j~�(p)j

2

!

exp

 

Z

d

d

p

2(2�)

d

a

+

(p)~�(p)

!

� exp

 

�

Z

d

d

p

2(2�)

d

a(p)~�

�

(p)

!

(436)

kde ~�(p) =

R

d

d

xe

�ip�x

�(x) je Fourierova transformace funkce �(x). Z poslední formule je

zøejmé, ¾e pro funkci ~�(p), dostateènì hladkou a dostateènì rozumnì se chovající v nekoneènu,

je U [�] dobøe de�novaný unitární operátor na pùvodním Fockovì prostoru a \posunutý"

Fockùv prostor je unitárnì ekvivalentní pùvodnímu. Je-li v¹ak

81

Z

d

d

p

2(2�)

d

E(p)j~�(p)j

2

!1; (437)

81

Napø. volíme-li �(x) = � = konst:, máme v koneèném objemu

~�(p) = �V �

p;0

a tedy

Z

d

d

p

2(2�)

d

E(p)j~�(p)j

2

!

1

2V

X

p

E(p)j~�(p)j

2

=

1

2

V �

2

:

V limitì nekoneèného objemu tedy dostáváme singulární chování operátoru U [�]. Poznamenejme, ¾e neko-

neèný objem není jediným zdrojem tohoto jevu, dal¹ím zdrojem jsou singularity v impulsových integrálech v

ultra�alové oblasti p!1.
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nastávají problémy, nebo» jednotlivé faktory ve vyjádøení operátoru U [�] pøestávají být dobøe

de�nované. Typickým projevem takovýchto singularit je fakt, ¾e posunuté vakuum je ortogo-

nální v¹em zobecnìným vektorùm baze pùvodního prostoru. Skuteènì,

hp

1

p

2

: : :p

n

j	

�

i = exp

 

�

1

2

Z

d

d

p

2(2�)

d

E(p)j~�(p)j

2

!

n

Y

j=1

E(p

j

)~�(p

j

)! 0: (438)

Toté¾ lze ukázat i pro ostatní normované stavy posunutého Fockova prostoru. Oba prostory

jsou tudí¾ navzájem ortogonální a nejsou unitárnì ekvivalentní. Podobnì jsou unitárnì neekvi-

valentní Fockovy prostory volných èástic s rùznými hmotami a obecnì s rùznými operátory


, t.j. rùznými

82

E(p).

Jak jsme vidìli, prostor vlnových funkcionálù obsahuje podprostory, na nich¾ lze korektnì

de�novat skalární souèin. Vedle rùzných (obecnì neekvivalentních) Fockových prostorù zahr-

nuje také pøirozeným zpùsobem Hilbertùv prostor regularizované teorie. Na posledním pod-

prostoru bylo mo¾né de�novat skalární souèin pomocí koneèného souèinu Lebesqueových mìr

d�

j

:

h	

1

j	

2

i =

Z

N

Y

j=1

d�

j

	

�

1

[�]	

2

[�] (439)

Bylo by pøirozené roz¹íøit tento zpùsob zápisu skalárního souèinu na celý funkcionální prostor,

t.j. de�novat vhodnì míru D�(x) na prostoru vlnových funkcionálù a psát

h	

1

j	

2

i =

Z

D�(x)	

�

1

[�]	

2

[�]: (440)

Tento program lze korektnì realizovat právì na Fockových podprostorech F


;�

, vybudovaných

pomocí základních stavù typu

	


;�

[�] = N

1=2




exp

�

�

1

2

Z

dxdy(�(x)� �(x))hxj
jyi(�(y) � �(y))

�

(441)

a kreaèních a anihilaèních operátorù (433). Funkcionály z takovéhoto prostoru jsou lineárním

obalem funkcionálù typu

	

x

1

;x

2

;:::x

n

[�] = �(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

)	


;�

[�]: (442)

Staèí tedy de�novat následující funkcionální integrály

Z

D�(x)	


;�

[�]	

x

1

;x

2

;:::x

n

[�]	


;�

[�] (443)

a nebo pøíslu¹ný vytvoøující funkcionál, z nìho¾ tyto integrály plynou funkcionálním derivo-

váním podle zdroje

83

J(x) :

Z


;�

[J ] =

Z

D�(x)	


;�

[�] exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

	


;�

[�]: (444)
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T.j. s takovými E

1

(p), E

2

(p), ¾e jejich podíl nekonverguje pro p!1 dostateènì rychle k jednièce.
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Co¾ není nic jiného ne¾ Fourierùv obraz míry D�(x)	


;�

[�]	


;�

[�].
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Zøejmì musí být (má-li funkcionální integrace zreprodukovat skalární souèin ve Fockovì pro-

storu F


;�

)

Z


;�

[J ] = h	


;�

j exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

j	


;�

i =

= e

i

R

d

d

xJ(x)�(x)

h	


;�

j exp

 

i

Z

d

d

p

(2�)

d

2E(p)

�

a(p)

�

~

J

�

(p) + a

+

(p)

�

~

J(p)

�

!

j	


;�

i

= exp

 

i

Z

d

d

xJ(x)�(x) �

1

2

Z

d

d

p

(2�)

d

2E(p)

j

~

J(p)j

2

!

= exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x) �

1

4

Z

dxdyJ(x)hxj


�1

jyiJ(y)

�

: (445)

Máme tedy celkem, dosadíme-li explicitní tvar vlnového funkcionálu základního stavu,

Z

D�(x)exp

�

�

Z

dxdy(�(x)� �(x))hxj
jyi(�(y) � �(y)) + i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= N

�1




exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x) �

1

4

Z

dxdyJ(x)hxj


�1

jyiJ(y)

�

; (446)

co¾ není nic jiného, ne¾ formule pro gaussovské integrování

84

!

Uva¾ovaný Fockùv prostor F


;�

je tedy izomorfní prostoru L

2

(X;d�


;�

[�]) kvadraticky

integrovatelných funkcionálù vzhledem ke gaussovské funkcionální míøe

85

d�


;�

[�] = D�(x)	

�


;�

[�]	


;�

[�]

(zde X je prostor polních kon�gurací, na nìm¾ je de�nována gaussovská míra d�


;�

[�]). Tento

izomor�smus Hilbertových prostorù, zadaný prostøednictvím korespondence

F


;�

3 �(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j	


;�

i $ �(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

) 2 L

2

(X;d�


;�

[�]); (447)

de�nuje novou analogii kvantovìmechanické x-reprezentace, v ní¾ jsou operátory �(x) di-

agonální. Tato reprezentace se li¹í od schrödingerovské reprezentace se kterou jsme dosud

pracovali. Proto¾e vlnový funkcionál základního stavu je \vta¾en" do míry, máme v této

reprezentaci korespondenci

j 	


;�

i $ 1 (448)

a obecnì stav, pùvodnì popsaný vlnovým funkcionálem 	[�] se nyní popí¹e funkcionálem

	


;�

[�]

�1

	[�], kde 	


;�

[�] je pùvodní vlnový funkcionál základního stavu (Fockova vakua)

(441). Odpovídajícím zpùsobem se také zmìní reprezentace operátoru �(x):

�(x) = �i

�

��(x)

+ i
(�(x)� �(x)); (449)

zatímco operátor �(x) zùstane beze zmìny operátorem násobení funkcionálem �(x).

84

Polo¾íme-li N




= (Det
=�)

1=2

85

Z matematického hlediska je to za jistých podmínek korektnì de�novaná míra, která je jednoznaènì urèena

svým Fourierovým obrazem Z


;�

[J ], chápaným jako zobrazení z prostoru Schwartzových testfunkcí S(R

d

) do

komplexních èísel. Je-li tento funkcionál spojitý, pozitivnì de�nitní a normovaný, je míra de�novaná na prostoru

temperovaných distribucí S

0

(R

d

), podrobnìji viz [6]. Obrácenì, je-li dána gaussovská míra na S

0

(R

d

), lze zre-

konstruovat pøíslu¹ný Fockùv prostor. Nìkteré vlastnosti gaussovských mìr uvedeme v následující pokapitole.
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Vý¹e zmiòovaná gaussovská míra d�


;�

[�] je charakterizována støední hodnotou

h�(x)i =

Z

d�


;�

[�]�(x) =

�

i�J(x)

Z


;�

[J ]j

J=0

= �(x) (450)

a dvoubodovou korelaèní funkcí (v této souvislosti se té¾ nazývá kovarianèním operátorem)

h�(x)�(y)i � h�(x)ih�(y)i =

Z

d�


;�

[�]�(x)�(y) � �(x)�(y)

=

�

2

i�J(x)i�J(y)

Z


;�

[J ]j

J=0

� �(x)�(y) = hxj(2
)

�1

jyi: (451)

Samotná funkcionální \míra" D�(x) v¹ak neexistuje v rozumném matematickém smyslu.

Abychom tedy mohli zobecnit kvantovì mechanické formule pro reprezentaci Greenových

funkcí dráhovým integrálem, co¾ bude ná¹ hlavní cíl v dal¹ích podkapitolách, musíme se

uchýlit buïto k regularizovanému systému s koneèným poètem stupòù volnosti, nebo za�xovat

pevnì Fockùv prostor (a tedy pøíslu¹nou gaussovskou funkcionální míru). První mo¾nost

vede k formulaci kvantové teorie pole na møí¾i, druhá pak k formální poruchové de�nici

funkcionálního integrálu.

Na závìr poznamenejme, ¾e alternativou k funkcionální �-reprezentaci, která je analogem

x-reprezentace v kvantové mechanice, je funkcionální �-reprezentace, odpovídající impulsové

reprezentace v pøípadì koneènì mnoha stupòù volnosti. Stavy systému jsou v této reprezentaci

popsány vlnovými funkcionály 	[�(x)] a operátory �(x) jsou diagonální, zatímco operátory

�(x) pùsobí jako funkcionální derivace:

�(x)	[�] = �(x)	[�] (452)

�(x)	[�] = i

�

��(x)

	[�]: (453)

Fockovské vakuum, odpovídající poprvé kvantovanému hamiltoniánu 
, má v �-reprezentaci

vlnový funkcionál

	




[�] =

f

N




exp

�

�

1

2

Z

d

d

xd

d

y�(x)hxj


�1

jyi�(y)

�

(454)

a lze zopakovat postup vedoucí na vyjádøení skalárního souèinu na pøíslu¹ném Fockovì pro-

storu funkcionálním integrálem. Gaussovská míra, spojená s tímto základním stavem, má

kovarianèní operátor roven 
=2 a platí o ní toté¾, co o analogické míøe v �-reprezentaci.

2.2 Vlastnosti gaussovských funkcionálních mìr

Podobnì jako v pøípadì kvantovì mechanického dráhového integrálu neexistovala míra Dx(t),

neexistuje ani funkcionální míraD�(x) v rigorózním matematickém smyslu. Dobøe de�novaná

míra d�


;�

[�] vzniká analogicky jako Wienerova míra a¾ \donásobením" vhodným faktorem,

formálnì

d�


;�

[�] = D�(x)	


;�

[�]	


;�

[�]

�

: (455)

V této podkapitole naznaèíme, jak lze tuto a jí podobné míry - tzv. gaussovské míry na

lineárních prostorech - rigoróznì de�novat, uká¾eme nìkteré jejich vlastnosti a typické poèetní

postupy, které pak vyu¾ijeme v konkrétních výpoètech.
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Nejprve zavedeme nìkolik pojmù, které budou u¾iteèné i v dal¹ím. Je pøirozené po¾a-

dovat, aby prostor argumentù vlnových funkcionálù, t.j. prostor polních kon�gurací �(x),

byl lineárním topologickým prostorem, nebo dokonce Hilbertovým prostorem nad reálnými

èísly. Oznaème tento prostor X a jeho duál

86

(t.j. prostor spojitých lineárních funkcionálù)

oznaème X

�

. Hodnotu funkcionálu J 2 X

�

na kon�guraci �(x) budeme nadále psát zkrácenì

hJ�i. Soubor � = fj

i

g

n

i=1

� X

�

koneèného poètu lineárnì nezávislých spojitých lineárních

funkcionálù j

i

de�nuje lineární zobrazení f

�

: X ! R

n

pøedpisem

f

�

[�] = �

�

= [�

1

;�

2

; : : :�

n

] = [hj

1

�i; hj

2

�i; : : : hj

n

�i]; (456)

tedy ka¾dé kon�guraci pøiøadí n-tici reálných\souøadnic". Napøíklad pro teorii pole v koneè-

ném objemu V lze vzít za prostor kon�gurací X Hilbertùv prostor (poprvé kvantovaných)

vlnových funkcí jednoèásticových stavù

87

a jako � napø. prvních n normalizovaných vlastních

vektorù operátoru 
, v tomto pøípadì odpovídá souøadnicím prvních n koe�cientù rozvoje

obecné kon�gurace �(x) do této baze.

Je-li nyní na prostoru X de�nována míra d�[�], lze de�novat její koneènorozmìrné pro-

jekce jako¾to míry d�

�

[�

�

] na R

n

�

�

(M) =

Z

f

�1

�

(M)

d�[�]; (457)

tedy míra �

�

(M) podmno¾iny M 2 R

n

je rovna míøe �(f

�1

�

M) tzv. cylindrické mno¾iny

88

v

X \se základnou M":

f

�1

�

(M) = f� 2 X; f

�

[�] 2Mg (458)

V¹imnìme si analogie se stejnojmenným pojmem pou¾itým pøi konstrukci Wienerovy míry

- v obou pøípadech je cylindrická mno¾ina urèena koneènì mnoha \souøadnicemi" na prostoru

kon�gurací (resp. trajetorií v pøípadì Wienerovy míry) a podmno¾inou pøípustných hodnot

tìchto \souøadnic" v R

n

.

Známe-li koneènorozmìrné projekce míry �, lze podobnì jako pøi konstrukci Wienerovy

míry integrovat snadno tzv. cylindrické funkcionály, které závisejí jen na koneèném poètu

\souøadnic". Tyto funkcionály mají obecnì tvar

F [�] = '(f

�

[�]); (459)

kde '(�

1

;�

2

; : : :�

n

) je funkce n reálných promìnných. Integrál cylindrického funkcionálu je

pak dán formulí

Z

d�[�]F [�] =

Z

d�

�

[�

�

]'(�

�

): (460)

Platnost této rovnosti lze snadno dokázat pro jednoduché cylindrické funkcionály, pro nì¾

funkce ' je lineání kombinace charakteristických funkcí mno¾in v R

n

. Tyto funkcionály jsou

tudí¾ lineárními kombinacemi charakteristických funkcionálù cylindrických mno¾in,

F [�] =

X

j

F

j

�

M

j

(f

�

[�]) =

X

j

F

j

�

f

�1

�

(M

j

)

[�]:

86

Poznamenejme, ¾e je-li X Hilbertùv prostor, je X

�

= X.

87

Obvykle se prostor X konstruuje jako vhodné zúplnìní prostoru nata¾eného na vlastní stavy jednoèásti-

cového hamiltoniánu.

88

Zde samozøejmì pøedpokládáme, ¾e cylindrické mno¾iny jsou mìøitelné vzhledem k míøe �.
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Odpovídající funkce '(�

�

) je pak jednoduchou mìøitelnou funkcí vzhledem ke koneènoroz-

mìrné projekci d�

�

[�

�

],

'(�

�

) =

X

j

F

j

�

M

j

(�

�

)

a platí

Z

d�[�]F [�] =

Z

d�[�]

X

j

F

j

�

f

�1

�

(M

j

)

[�]

=

X

j

F

j

Z

f

�1

�

(M

j

)

d�[�]

=

X

j

F

j

�

�

(M

j

)

=

Z

d�

�

[�

�

]'(�

�

):

Vyjádøíme-li obecný cylindrický funkcionál jako limitu posloupnosti jednoduchých cylindric-

kých funkcionálù, dostaneme formuli (460) limitním pøechodem.

Vra»me se nyní ke gaussovským mírám. Ka¾dou funkcionální míru lze jednoznaènì de�-

novat pomocí charakteristického funkcionálu (Fourierova obrazu). Pro gaussovské míry má

tento funkcionál obecný tvar

89

Z[J ] =

Z

d�[�] exp (ihJ�i) = exp

�

ihJ�i �

1

2

hJCJi

�

; (461)

kde � je prvek prostoru polních kon�gurací a C : X

�

! X je symetrický positivnì de�nitní

operátor

90

.

Naleznìme nyní koneènorozmìrné projekce míry d�[�]. Zvolme � = fj

i

g

n

i=1

a pi¹me

J =

P

n

i=1

j

i

J

i

, J

�

= [J

1

; : : : ; J

n

], �

�

= [hj

1

�i; : : : hj

n

�i] a obdobnì �

�

= [hj

1

�i; : : : ; hj

n

�i].

Integrand v de�nièním výrazu pro Z[J ] je pak cylindrickým funkcionálem ve smyslu pøed-

chozí de�nice - závisí toti¾ pouze na \souøadnicích" hj

i

�i. Pro integraci tohoto funkcionálu lze

pou¾ít formuli (460); pravá strana této formule má v tomto pøípadì význam charakteristické

funkce (t.j. Fourierova obrazu) Z(�) koneènorozmìrné projekce d�

�

[�

�

]. Dosadíme-li za J

do pravé strany formule (461), obdr¾íme

Z(�) =

Z

d�

�

[�

�

] exp

�

i�

T

��

�

�

= exp

�

i�

T

� �

�

�

1

2

�

T

�C

�

� �)

�

: (462)

Zde C

�

= fhj

i

Cj

k

ig

n

i;k=1

je matice n � n, odpovídající koneènorozmìrné projekci kovari-

anèního operátoru C. Snadno se lze pøesvìdèit

91

u¾itím inverzní Fourierovy transformace, ¾e

89

Nadále budeme u¾ívat zkrácený zápis hJ�i =

R

d

d

xJ(x)�(x), hJCJi =

R

d

d

x

R

d

d

yJ(x)C(x;y)J(y), atd. .

90

Je-li míra de�novaná na lineárním prostoru funkcí �(x), (obvykle tyto funkce tvoøí Hilbertùv prostor,

pøípadnì prostor distribucí na vhodných testfunkcích), je argumentem charakteristického funkcionálu prvek

duálu k tomuto prostoru (tedy prvek tého¾ Hilbertova prostoru, resp. testfunkce). Støední hodnota � pak nále¾í

do tého¾ prostoru jako funkce �(x) a (symetrický) kovarianèní operátor C zobrazuje pvky duálního prostoru

do prostoru funkcí �(x). Nutnou a postaèující podmínkou �-aditivity gaussovské míry na Hilbertovì prostoru

je, aby operátor C byl nezáporný a jaderný (t.j. omezený s koneènou stopou). Pokud v¹ak poslední podmínka

není splnìna, lze v¾dy Hilbertùv prostor vhodnì roz¹íøit.

91

Pøedpokládáme, ¾e operátor C je positivnì de�nitní a symetrický, tedy i matice C

�

má tyto vlastnosti.
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tímto vytvoøujícím funkcionálem je urèena míra

d�

�

[�

�

] = d

n

�

�

1

p

det(2�C

�

)

exp

�

�

1

2

(�

�

� �

�

)

T

�C

�1

�

� (�

�

� �

�

)

�

: (463)

Tedy v¹echny koneènorozmìrné projekce míry � s charakteristickým funkcionálem (461) jsou

koneènìrozmìrnými gaussovskými mírami na R

n

.

Ilustrujme tyto obecné pojmy na dùle¾itém speciálním pøíkladu. V pøedchozí podkapi-

tole jsme naznaèili souvislost mezi Fockovým prostorem F


;�

, sestrojeným pomocí pùsobení

kreaèních operátorù

a

+

(p) =

Z

d

d

xe

ip�x

(E(p)(�(x) � �(x)) � i�(x))

na fockovské vakuum j	


;�

i s vlnovým funkcionálem h�j	


;�

i = 	


;�

[�] a prostorem kvad-

raticky integrovatelných funkcionálù vzhledem ke gaussovské funkcionální míøe, formálnì za-

psané ve tvaru d�


;�

[�] = D�(x)	


;�

[�]	


;�

[�]

�

. Pro charakteristický funkcionál této míry

jsme z po¾adavku mo¾nosti vyjádøit skalární souèin na Fockovì prostoru F


;�

funkcionálním

integrálem dostali

Z


;�

[J ] =

Z

d�[�] exp

�

ihJ�i �

1

2

hJ

1

2


Ji

�

:

V tomto pøípadì hraje roli kovarianèního operátoru operátor (2
)

�1

. Koneènorozmìrné pro-

jekce této gaussovské míry na podprostorech souøadnic odpovídajícím koe�cientùm rozkladu

obecné kon�gurace do vlastních stavù f

j

(x) jednoèásticového hamiltoniánu 
 pøíslu¹ných

vlastním hodnotám E

0

� E

1

� : : : � E

j

� : : : jsou

92

d�

N

(�

j

) =

N

Y

j=1

s

E

j

�

e

�E

j

(�

j

��

j

)

2

d�

j

; (464)

kde �(x) =

P

j

�

j

f

j

(x) a �(x) =

P

j

�

j

f

j

(x). Ve smyslu formule (464) lze chápat symbolický

zápis

d�


;�

[�] = lim

N!1

N

Y

j=1

s

E

j

�

e

�E

j

(�

j

��

j

)

2

d�

j

(465)

jako rozklad gaussovské míry na pøímý souèin jednorozmìrných gaussovských mìr odpoví-

dajících jednotlivým módùm jednoèásticového hamiltoniánu 
. Náhrada míry d�


;�

[�] její

koneènìrozmìrnou projekcí (464) je pøíkladem regularizace gaussovské míry odøezáním ultra-

�alové èásti spektra.

Znalost koneènìrozmìrných projekcí umo¾òuje vedle integrálù cylindrických funkcionálù

èasto poèítat i integrály z funkcionálù, které jsou bodovými limitami posloupnosti cylin-

drických funkcionálù

93

. Souvislost gaussovské míry a Fockova prostoru umo¾òuje je¹tì dal¹í

\algebraické" metody výpoètu gaussovských funkcionálních integrálù. K tomu je vhodné po-

drobnìji studovat reprezentaci Fockova prostoru F


;�

kvantové teorie volného reálného skalár-

ního pole Hilbertovým prostorem L

2

(X;d�


;�

[�]) kvadraticky integrovatelných funkcionálù

vzhledem k míøe d�


;�

[�].

92

Pøedpokládáme mlèky koneèný objem a tedy diskrétní spektrum operátoru 
.

93

Abychom mohli pou¾ít vìtu o zámìnì limity a integrace, potøebujeme integrovatelnou majorantu - tou

èasto mù¾e být konstantní funkcionál, nebo»

R

d�[�] = 1.
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Pøipomeòme, ¾e v této reprezentaci je operátor �(x) dán vztahem

�(x) = �i

�

��(x)

+ i
(�(x)� �(x)); (466)

a operátor �(x) má následující rozklad pomocí kreaèních a anihilaèních operátorù:

�(x) = �(x) =

Z

e

dp(a(p)e

ip�x

+ a

+

(p)e

�ip�x

) + �(x); (467)

kde pou¾íváme oznaèení

e

dp =d

d

p=(2�)

d

2E(p).

Díky korespondenci (447) lze interpretovat v této nové Schrödingerovì reprezentaci mo-

nomy �(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

) jednak jako vlnové funkcionály (zobecnìných) stavù z Fockova

prostoru F


;�

, jednak jako operátory, které tyto stavy generují z vakua. Tato dvojaká inter-

pretace umo¾òuje zavést operaci normálního uspoøádání monomù

�(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

)!: �(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

) : (468)

chápaných jako¾to vlnové fukcionály prostøednictvím normálního uspoøádání odpovídajících

operátorù - toti¾ vyjádøením tìchto operátorù pomocí kreaèních a anihilaèních operátorù a ná-

sledným pøeuspoøádáním v¹ech anihilaèních operátorù napravo od kreaèních. Tedy napøíklad

(pro jednoduchost budeme pøedpokládat � = 0 )

: �(x)�(y) :=

=:

Z

e

dp(a(p)e

ip�x

+ a

+

(p)e

�ip�x

)

Z

e

dq(a(q)e

iq�y

+ a

+

(q)e

�iq�y

) :

=

Z

e

dp

e

dq(a(p)e

ip�x

a(q)e

iq�y

+ a

+

(p)e

�ip�x

a(q)e

iq�y

+ a

+

(q)e

�iq�y

a(p)e

ip�x

+ a

+

(p)e

�ip�x

a

+

(q)e

�iq�y

)

= �(x)�(y)�

Z

e

dp

e

dq[a(p)e

ip�x

; a

+

(q)e

�iq�y

]

= �(x)�(y)�

Z

e

dpe

ip�(x�y)

= �(x)�(y)�

1

2




�1

(x;y):

De�nici normálního uspoøádání lze roz¹íøit na libovolný funkcionál tvaru (funkcionály

tohoto typu se nìkdy nazývají analytické)

F [�] =

1

X

n=0

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n

f

n

(x

1

; : : : ;x

n

)�(x

1

) : : :�(x

n

) (469)

pøedpisem

: F [�] :=

1

X

n=0

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n

f

n

(x

1

; : : : ;x

n

) : �(x

1

) : : :�(x

n

) : (470)

Tato de�nice umo¾òuje operaci normálního uspoøádání s výhodou kompaktnì zapsat pomocí

vytvoøujícího fukcionálu normálnì uspoøádaných monomù

: �(x

1

)�(x

2

) : : :�(x

n

) :=

�

n

i�J(x

1

) : : : i�J(x

n

)

: exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

: j

J=0

: (471)
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Pro vytvoøující funkcionál dostáváme s u¾itím kanonických komutaèních relací:

: exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

:

= exp

�

i

Z

e

dpd

d

xa

+

(p)e

�ip�x

J(x)

�

exp

�

i

Z

e

dpd

d

xa(p)e

ip�x

J(x)

�

� exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x) +

1

2

Z

e

dpd

d

xd

d

ye

ip�(x�y)

J(x)J(y)

�

= exp

�

1

2

Z

d

d

xd

d

yJ(x)(2
)

�1

(x;y)J(y)

�

exp

�

i

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

;

kde druhá øádka pøedstavuje de�nici normálního uspoøádání a pøi pøechodu na tøetí øádku

jsme u¾ili formuli e

A

e

B

= e

A+B+

1

2

[A;B]

. V kompaktním znaèení:

: exp (ihJ�i) := exp (ihJ�i) exp

�

1

2

hJ

1

2


Ji

�

: (472)

Je u¾iteèné zobecnit korespondenci s Fockovým prostorem na pøípad libovolné gaussovské

míry s kovarianèním operátorem C a støední hodnotou � - pøíslu¹ný \jednoèásticový hamil-

tonián" je dán operátorem 


C

= (1=2)C

�1

. Pro nás bude v dal¹ím dùle¾itá právì zobecnìná

operace normálního uspoøádání vzhledem ke kovarianci C, odvození jejích¾ vlastností se bu-

deme nyní blí¾e vìnovat.

Formule pro vytvoøující funkcionál normálnì uspoøádaných monomù vzhledem ke kovari-

anci C je pøímým zobecnìním formule (472):

: exp (ihJ�i) :

C

= exp (ihJ�i) exp

�

1

2

hJCJi

�

= exp

�

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

exp (ihJ�i) : (473)

Poslední výraz plyne z formule F [�=i��] exp (ihJ�i) = F [J ] exp ihJ�i, platné pro funkcionály

typu (469) . Tatá¾ formule dává

: F [�] :

C

= : F

�

�

i�J

�

exp (ihJ�i) :

C

j

J=0

= F

�

�

i�J

�

: exp (ihJ�i) :

C

j

J=0

= F

�

�

i�J

�

exp

�

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

exp (ihJ�i) j

J=0

:

Uvìdomíme-li si zámìnnost funkcionálních derivací vzhledem k J a �, dostaneme koneènì

u¾iteènou formuli

: F [�] :

C

= exp

�

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

F [�]: (474)

Odtud plyne následující pravidlo pro derivování normálnì uspoøádaných funkcionálù:

�

��(x)

: F [�] :

C

=:

�

��(x)

F [�] :

C

: (475)
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Jak je vidìt z pøede¹lých dvou formulí (474,475), lze ka¾dý funkcionál F [�] typu (469)

vyjádøit pomocí normálnì uspoøádaného funkcionálu exp

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

F [�],

F [�] =: exp

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

F [�] :

C

: (476)

Jak uvidíme v dal¹ím, funkcionály tvaru : F [�] : lze velmi snadno integrovat vzhledem

ke gaussovské míøe. Odvoïme proto nyní nìkolik pravidel pro poèítání s operací normálního

uspoøádání. Aplikujeme-li na formuli pro souèin normálnì uspoøádaných exponenciál

: exp (ihJ�i) :

C

: exp (ihK�i) :

C

=: exp (ih(J +K)�i) :

C

exp (�hJCKi) (477)

operátor �=i�K(x), polo¾íme-li ve výsledku K = 0 a uvá¾íme-li, ¾e : �(x) :

C

= �(x), dosta-

neme po úpravì

: �(x) exp (ihJ�i) :

C

= �(x) : exp (ihJ�i) :

C

�C

�

��(x)

: exp (ihJ�i) :

C

; (478)

odkud, pùsobením operátoru F [�=i�J ] pro J = 0, obdr¾íme koneènì

: �(x)F [�] :

C

= �(x) : F [�] :

C

�C

�

��(x)

: F [�] :

C

: (479)

Tuto formuli lze pou¾ít k rekurentnímu výpoètu normálnì uspoøádaných monomù.

V dal¹ím budeme potøebovat explicitní formu výrazu : exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

, kdeA je operátor

takový, ¾e operátor CA má koneènou stopu a operátor 1 + AC je invertibilní.

Nejprve odvoïme funkcionální rovnici pro : exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

. Pomocí pravidel (475),

(479) dostáváme postupnì

�

��(x)

: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

= : A�(x) exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

= A�(x) : exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

�AC

�

��(x)

: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

:

Tedy

(1 +AC)

�

��(x)

: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

= A�(x) : exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

:

Obecné øe¹ení této rovnice snadno nalezneme ve tvaru

: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

= K exp

�

1

2

h�(1 +AC)

�1

A�i

�

= K exp

�

1

2

h�(A

�1

+ C)

�1

�i

�

kde K je konstanta, jak je vidìt z poslední formule, platí

K =: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

:
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Uva¾ujme pomocnou funkci K(�) =: exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

, pro její derivaci máme

@K(�)

@�

=

@

@�

: exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

= :

1

2

h�A�i exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

=

1

2

h�A : �i exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

� :

1

2

h

�

��

CA�i exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

= �

1

2

TrCA : exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

�

�

2

: h�ACA�i exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

=

 

�

1

2

TrCA+

�

2

TrCACA�

�

2

2

TrCACACA+ : : :

!

: exp

�

�

2

h�A�i

�

:

C

j

�=0

=

1

2

1

X

j=1

(�1)

j

�

j�1

Tr(CA)

j

K(�):

Zde jsme opìt u¾ili pravidla (475), (479). Integrací v mezích (0; �) máme

ln

K(�)

K(0)

=

1

2

1

X

j=1

(�1)

j

�

j

j

Tr(CA)

j

= �

1

2

Tr ln (1 + �CA) ; (480)

øada je konvergentní pro �1 < �CA < 1. tedy

K = K (1) = exp

�

�

1

2

Tr ln (1 + CA)

�

:

Koneèná forma hledané formule tudí¾ zní

: exp

�

1

2

h�A�i

�

:

C

= exp

�

�

1

2

Tr ln (1 +CA)

�

exp

�

1

2

h�(A

�1

+ C)

�1

�i

�

(481)

a inverzní formule je:

exp

�

1

2

h�A�i

�

= exp

�

�

1

2

Tr ln (1� CA)

�

: exp

�

1

2

h�(A

�1

� C)

�1

�i

�

:

C

: (482)

Dùle¾itost normálnì uspoøádaných funkcionálù spoèívá v následující formuli pro jejich

integrál vzhledem ke gaussovské míøe s kovariancí C a støední hodnotou �:

Z

d�[�] : F [�] :

C

= F [�]; (483)

která je dùsledkem formule

94

Z

d�[�] : exp (ihJ�i) :

C

= exp

�

1

2

hJCJi

�

Z

d�[�] exp (ihJ�i)

= exp

�

1

2

hJCJi

�

Z[J ]

= exp (ihJ�i) ;

94

Tuto formuli lze snadno pochopit, uvìdomíme-li si korespondenci

R

d�[�]F [�] = h0jF [

b

�]j0i, kde j0i je

vakuum Fockova prostoru odpovídajícímu jednoèásticovému hamiltoniánu 


C

= 1=(2C) a polním operátorùm

(467).
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z ní¾ vyplývá

Z

d�[�] : �(x

1

) : : :�(x

n

) :

C

= �(x

1

) : : : �(x

n

): (484)

Jsme-li tedy schopni vyjádøit daný funkcionál pomocí normálnì uspoøádaného funkcionálu, je

jeho integrace triviální. Ilustrujme to na dùle¾itém speciálním pøípadì exp

�

1

2

h�A�i+ ihJ�i

�

.

Nejprve tento funkcionál vyjádøeme pomocí normálnì uspoøádané formy u¾itím formule (482)

exp

�

1

2

h�A�i+ ihJ�i

�

= exp

�

1

2

h(� + iA

�1

J)A(� + iA

�1

J)i

�

exp

�

1

2

hJA

�1

Ji

�

= exp

�

1

2

hJA

�1

Ji

�

exp

�

1

2

h�A�i

�

j

�!�+iA

�1

J

= exp

�

1

2

hJA

�1

Ji

�

exp

�

�

1

2

Tr ln (1� CA)

�

� : exp

�

1

2

h�(A

�1

� C)

�1

�i

�

:

C

j

�!�+iA

�1

J

:

Nyní snadno zintegrujeme podle pravidla (483):

Z

d�[�] exp

�

1

2

h�A�i+ ihJ�i

�

= exp

�

1

2

hJA

�1

Ji

�

exp

�

�

1

2

Tr ln (1� CA)

�

� exp

�

1

2

h�(A

�1

� C)

�1

�i

�

j

�!�+iA

�1

J

:

Pomocí identity

A

�1

�A

�1

(A

�1

� C)

�1

A

�1

= (A� C

�1

)

�1

obdr¾íme výslednou formuli, kterou èasto upotøebíme v dal¹ím:

Z

d�[�] exp

�

1

2

h�A�i+ ihJ�i

�

= exp

�

�

1

2

Tr ln (1� CA)

�

exp

�

1

2

hJ(A� C

�1

)

�1

Ji

�

� exp

�

1

2

h�(A

�1

� C)

�1

�i

�

exp

�

ih�(1�AC)

�1

Ji

�

: (485)

Platnost této formule je omezena platností vztahu (482), tedy musí být CA jaderný operátor,

�1 < CA < 1.

Uveïme je¹tì dvì vlastnosti gaussovské míry vzhledem k transformacím a formuli, která

je funkcionálním zobecnìním integrace per partes. Uva¾ujme zobrazení

f

�

: �(x)! 	(x) = �(x) + �(x) (486)

kde �(x) je pevnì zvolená kon�gurace a de�nujme posunutou míru relací

�

�

(M) = �(f

�1

�

(M)); (487)
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tak¾e platí

Z

d�

�

[	]F [	] =

Z

d�[�]F [� + �]:

Pro charakteristický funkcionál (Fourierùv obraz) míry d�

�

dostáváme (srov. (461))

Z

�

[J ] =

Z

d�

�

[	] exp (ihJ	i) =

Z

d�[�] exp (ihJ(� + �)i)

= exp

�

ihJ(� + �)i �

1

2

hJCJi

�

; (488)

tedy \posunutá" míra d�

�

má stejnou kovarianci a posunutou støední hodnotu. Zcela analo-

gicky, de�nujeme-li transformaci na prostoru kon�gurací pøedpisem

f

L

: �(x)! 	(x) = L�(x); (489)

kde L je lineární operátor, a míru

�

L

(M) = �(f

�1

L

(M)); (490)

tak¾e platí

Z

d�

L

[	]F [	] =

Z

d�[�]F [L�] (491)

a máme

Z

L

[J ] =

Z

d�

L

[	] exp (ihJ	i) =

Z

d�[�] exp (ihJL�i)

= exp

�

ihJL�i �

1

2

hJLCL

T

Ji

�

: (492)

Kovariance transformované míry d�

L

[	] je tedy C

L

= LCL

T

, kde L

T

znaèí transponovaný

operátor a nová støední hodnota je �

L

= L�.

Poèítejme koneènì integrál z funkcionáluC

�1

(�(x)��(x))F [�]. De�nujme pomocný funk-

cionál G[�] = exp

�

1

2

h

�

��

C

�

��

i

�

F [�], potom F [�] =: G[�] :

C

. Máme postupnì s u¾itím (479)

a pravidla (483)

Z

d�[�]C

�1

(�(x)� �(x))F [�] =

Z

d�[�]C

�1

(�(x)� �(x)) : G[�] :

C

=

Z

d�[�] : C

�1

(�(x)� �(x))G[�] :

C

+

Z

d�[�]

�

��(x)

: G[�] :

C

= C

�1

(�(x)� �(x))G[�]j

�!�

+

Z

d�[�]

�

��(x)

F [�]

=

Z

d�[�]

�

��(x)

F [�]:

Tedy máme formuli

Z

d�[�]

�

��(x)

F [�] =

Z

d�[�]C

�1

(�(x) � �(x))F [�]; (493)

kterou lze chápat jako pravidlo integrace per partes.
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Výsledky této podkapitoly lze shrnout v sérii intuitivních pravidel, která umo¾òují snadno

manipulovat s gaussovskými integrály. Tato pravidla obsahují nìkteré neexistující (samostatnì

nede�nované nebo divergentní) objekty, jako \míru" D�(x), funkcionální determinanty ne-

omezených operátorù atd., proto je tøeba chápat je spí¹e jako mnemotechnické pomùcky.

Nicménì právì v této formì se obvykle vyskytují ve fyzikální literatuøe, proto uveïme na

závìr jejich pøehled.

Zapí¹eme-li (normalizovanou) gaussovskou míru s charakteristickým funkcionálem (461)

symbolicky ve tvaru

d�[�] = D�(x)Det

�

1

2�C

�

1=2

exp

�

�

1

2

h(�� �)C

�1

(�� �)i

�

; (494)

je rovnice (461) interpretovatelná jako nekoneènìdimenzionální zobecnìní formule pro gaus-

sovský integrál:

Det

�

1

2�C

�

1=2

Z

D�(x) exp

�

�

1

2

h(�� �)C

�1

(�� �)i + ihJ�i

�

= exp

�

ihJ�i �

1

2

hJCJi

�

: (495)

Formule (485) je pak naivnì dùsledkem pravidla (495) pro C

�1

! C

�1

� A, pí¹eme-li pro

libovolné operátory M a N (bez ohledu na existenci pøíslu¹ných determinantù a stop)

DetM = expTr lnM;

DetMDetN = DetMN (496)

a interpretujeme-li v duchu tìchto pravidel souèin funkcionálních determinantù neexistujících

samostatnì:

Det

�

1

2�C

�

Det

�

2�

C

�1

�A

�

= Det

�

1

C(C

�1

�A)

�

=

1

Det(1�CA)

= exp (�Trln(1�CA)) : (497)

Vztahy (488, 492) lze chápat jako dùsledek pravidel (496) a transformaèních vlastností

\míry" D�(x) vzhledem k translaci a lineárnímu zobrazení

D(�(x) + �(x)) = D�(x);

D(L�(x)) = D�(x)DetL; (498)

uvìdomíme-li si, ¾e ve \fyzikálním" znaèení

d�

�

[�] = D�(x)Det

�

1

2�C

�

1=2

exp

�

�

1

2

h(�� �� �)C

�1

(�� �� �)i

�

d�

L

[�] = D�(x)Det

�

1

2�LCL

�

1=2

exp

�

�

1

2

h(�� L�)L

�1

T

C

�1

L

�1

(�� L�)i

�

;

(499)

a provedeme-li formálnì substituci �! �+ �, resp. �! L�.
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Pí¹eme-li ve formuli (493)

G[�] = Det

�

1

2�C

�

1=2

exp

�

�

1

2

h(�� �)C

�1

(�� �)

�

F [�];

lze ji naivnì chápat jako tvrzení, ¾e integrál podle \míry" D�(x) z funkcionální derivace se

anuluje:

Z

D�(x)

�

��(x)

G[�] = 0; (500)

tedy jako zobecnìní formule pro integraci per partes s nulovými povrchovými èleny.

Koneènì popis míry pomocí koneènìdimenzionálních projekcí umo¾òuje psát formuli pro

pøechod od promìnných �(x) ke koe�cientùm rozkladu �(x) =

P

n

'

n

 

n

(x) do baze vlastních

vektorù  

n

(x) operátoru C pøíslu¹ných vlastním hodnotám c

n

d�[�] =

1

Y

n=1

d'

n

�

1

2�c

n

�

1=2

exp

�

�

1

2c

n

('

n

� �

n

)

2

�

: (501)

2.3 Funkcionální integrál jako dráhový integrál na prostoru polních kon�-

gurací

Jak jsme ji¾ naznaèili v pøedchozích podkapitolách, jednou z mo¾ností jak konstruovat drá-

hový integrál pro kvantovou teorii pole je za�xovat pevnì podprostor plného prostoru vlno-

vých funkcionálù tak, aby jej bylo mo¾né reprezentovat kvadraticky integrovatelnými funk-

cionály vzhledem k vhodné míøe. To lze jednak prostøednictvím møí¾ové regularizace, kdy je

tento podprostor tvoøen polními kon�guracemi konstantními v buòkách koneèného objemu

a pøíslu¹ná míra je pøímým souèinem koneèného poètu Lebesgueových mìr, jednak výbìrem

Fockova prostoru, odpovídajícímu vhodnému volnému hamiltoniánu - v tomto pøípadì máme

k disposici gaussovskou funkcionální míru, popsanou v pøedchozích podkapitolách. V této

podkapitole se budeme zabývat druhou z tìchto dvou mo¾ností.

Pro jednoduchost budeme uva¾ovat Fockùv prostor F




, odpovídající jednoèásticovému

hamiltoniánu 
, s nulovou vakuovou støední støední hodnotou operátoru �(x), t.j. � =

h	




j�(x)j	




i = 0, vybudovaný z vlastních stavù j p

1

p

2

: : :p

n

i hamiltoniánu

H =:

1

2

Z

d

d

x

�

�(x)

2

+ �(x)


2

�(x)

�

:=

Z

e

dpE(p)a

+

(p)a(p): (502)

V reprezentaci F




� L

2

(X;d�




[�]) jsou tyto vlastní stavy reprezentovány funkcionály

	

p

1

p

2

:::p

n

[�] = h� j p

1

p

2

: : :p

n

i:

V dal¹ím bude pro nás technicky výhodné zahrnout tyto funkcionály do jednoho vytvoøujícího

funkcionálu Z[�;�]

	

p

1

p

2

:::p

n

[�] = (�i)

n

�

n

��(p

1

)��(p

2

) : : : ��(p

n

)

Z[�;�] j

�=0

: (503)

Není obtí¾né nalézt explicitní tvar pro Z[�;�].

Z[�;�] = h� j exp

�

i

Z

d

d

p�(p)a

+

(p)

�

j 	




i
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= exp

�

i

Z

d

d

p�(p)

Z

d

d

xe

ip�x

(2E(p)�(x) �

�

��(x)

)

�

1

= exp

�

i

Z

d

d

p�(p)

Z

d

d

xe

ip�x

2E(p)�(x)

�

� exp

�

Z

d

d

q�(q)

Z

d

d

ye

iq�y

Z

d

d

p�(p)

Z

d

d

xe

ip�x

E(p)[�(x);

�

��(y)

]

�

;

kde jsme pøi pøechodu na druhý øádek vyu¾ili explicitního výrazu pro kreaèní operátor a

korespondence

	




[�] = h�j	




i = 1;

�(x) = �i�=��(x) + i
�(x);

platné v pou¾ité reprezentaci. Tøetí øádek plyne z identity e

A+B

= e

A

e

B

e

�

1

2

[A;B]

. Výslednou

formuli zapi¹me ve tvaru normálnì uspoøádané exponenciály

Z[�;�] = exp

�

(2�)

d

Z

d

d

pE(p)�(p)�(�p) + 2i

Z

d

d

pd

d

x�(x)e

ip�x

E(p)�(p)

�

= : exp

�

i

Z

d

d

x�(x)

e

�(x)

�

:

C=1=(2
)

;

kde jsme zavedli

e

�(x) = 2

Z

d

d

pe

ip�x

E(p)�(p): (504)

Pro konstrukci dráhového integrálu budeme potøebovat zobecnìné spoleèné vlastní stavy

operátorù �(x), splòující relace uzavøenosti ve tvaru

Z

d�




[�]j�ih�j = 1: (505)

S vyu¾itím relací uzavøenosti, napsaných pomocí vlastních stavù operátoru H,

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

j p

1

p

2

: : :p

n

ihp

1

p

2

: : :p

n

j= 1 (506)

dostaneme následující rozklad stavu j�i do zobecnìné fockovské baze j p

1

p

2

: : :p

n

i:

j �i =

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

j p

1

p

2

: : :p

n

i	

p

1

p

2

:::p

n

[�]

�

: (507)

S pomocí vytvoøujícího funkcionálu Z[�;�] a formule (503) máme pak

j �i =

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

	

p

1

p

2

:::p

n

[�]

�

a

+

(p

1

) : : : a

+

(p

n

) j 	




i

= exp

�

Z

e

dpa

+

(p)

i�

��(p)

�

Z[�;�]

�

j 	




i j

�=0

= Z

�

[

ia

+

(p)

(2�)

d

2E(p)

;�] j 	




i;

tedy explicite

j �i = exp

�

�

1

2

Z

e

dpa

+

(p)a

+

(�p) + 2

Z

d

d

x�(x)

Z

e

dpe

�ip�x

E(p)a

+

(p)

�

j 	




i: (508)
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V¹imnìme si, ¾e stavy j�i podobnì jako stavy j p

1

p

2

: : :p

n

i nejsou normalizovatelné, nepatøí

tedy do Fockova prostoru, ale do jeho vhodného distributivního roz¹íøení

95

.

Zcela obdobnì lze získat zobecnìné spoleèné vlastní stavy operátorù �(x)

j �i = exp

�

1

2

Z

e

dpa

+

(p)a

+

(�p) + 2i

Z

d

d

x�(x)

Z

e

dpe

�ip�x

a

+

(p)

�

j 	




i; (509)

které splòují relaci úplnosti ve tvaru

Z

d�




�1
j�ih�j = 1: (510)

Na¹ím nejbli¾¹ím cílem bude zkonstruovat reprezentaci evoluèního operátotu (analyticky

prodlou¾eného do euklidovské oblasti t! �i�) pro systém s hamiltoniánem H+H

I

, kde H je

volný hamiltonián (502) a H

I

= H

I

[�] je interakèní hamiltonián, o kterém budeme pøedpoklá-

dat, ¾e je funkcionálem pouze operátorù �(x). Budeme postupovat analogicky jako v kvantové

mechanice - nejprve sestrojíme jádro operátoru exp(��H), tedy funkcionál K[�

0

;�;�i� ] =

h�

0

j exp(��H)j�i a potom podobnì jako v kvantovìmechanickém pøípadì u¾ijeme Lieovu

formuli, pøípadnì její modi�kaci pro èasovì závislé interakèní hamiltoniány.

Pøistupme k realizaci první èásti tohoto programu. Pomocí rovnosti

exp (��H) j p

1

p

2

: : :p

n

i = e

��

P

n

j=1

E(p

j

)

j p

1

p

2

: : :p

n

i

máme

K[�

0

;�;�i� ] = h�

0

j exp(��H)j�i

=

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

e

��

P

n

j=1

E(p

j

)

	

p

1

p

2

:::p

n

[�

0

]	

p

1

p

2

:::p

n

[�]

�

:

: (511)

Vyjádøíme-li na pravé stranì této rovnosti vlnové funkcionály 	

p

1

p

2

:::p

n

[�] pomocí vytvoøu-

jícího funkcionálu (503) Z[�;�], dostaneme

K[�

0

;�;�i� ] =

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

e

��

P

n

j=1

E(p

j

)

�

�

n

��

0

(p

1

)��

0

(p

2

) : : : ��

0

(p

n

)

Z[�

0

;�

0

] j

�

0

=0

�

�

n

��(p

1

)��(p

2

) : : : ��(p

n

)

Z

�

[�;�] j

�=0

= exp

 

Z

e

dpe

��E(p)

�

2

��(p)��

0

(p)

!

Z[�

0

;�

0

]Z

�

[�;�] j

�=�

0

=0

:

(512)
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Naproti tomu stavy, které patøí do Fockova prostoru realizujícího unitárnì neekvivalentní reprezentaci

kanonických komutaèních relací, které jsme diskutovali v pøedchozích podkapitolách, mohou být normalizo-

vané a pøesto nepatøí do ¾ádného distributivního roz¹íøení pùvodního Fockova prostoru, nebo» jsou k nìmu

\orthogonální".
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Pomocí Fourierovy transformace zdrojù do x�reprezentace

�(x) = 2

Z

d

d

pe

ip�x

E(p)�(p)

�

0

(x) = 2

Z

d

d

pe

�ip�x

E(p)�

0

(p) (513)

pøepí¹eme funkcionální derivace a obdr¾íme

Z

e

dpe

��E(p)

�

2

��(p)��

0

(p)

=

Z

d

d

xd

d

y

e

dpe

��E(p)

(2E(p))

2

� e

ip�(x�y)

�

��(x)

�

��

0

(y)

= 2h

�

��


e

��


�

��

0

i; (514)

co¾ umo¾òuje zapsat formuli pro K[�

0

;�;�i� ] v kompaktním tvaru

K[�

0

;�;�i� ] = exp

�

2h

�

��


e

��


�

��

0

i

�

� : exp(ih�

0

�

0

i) :: exp (�ih��i) :j

�=�

0

=0

= exp

�

2h

�

��


e

��


�

��

0

i

�

exp

�

�

1

4

h

�

��




�1

�

��

i

�

� exp

�

�

1

4

h

�

��

0




�1

�

��

0

i

�

exp(ih�

0

�

0

i) exp(�ih��i) j

�=�

0

=0

:

(515)

Proto¾e funkcionální derivace vzhledem k �, �

0

a �, �

0

komutují, máme

K[�

0

;�;�i� ] = exp

�

�

1

4

h

�

��




�1

�

��

i

�

exp

�

�

1

4

h

�

��

0




�1

�

��

0

i

�

� exp

�

2h�
e

��


�

0

i

�

= exp

�

�

1

4

h

�

��




�1

�

��

i

�

� exp

�

�h�
e

�2�


�i

�

exp

�

2h�
e

��


�

0

i

�

= : exp

�

2h�
e

��


�

0

i � h�
e

�2�


�i

�

: : (516)

Výslednou formuli obdr¾íme aplikací pravidla pro normální uspoøádání (481), v nìm¾ polo¾íme

A = �2
e

�2�


a C = 1=2
:

K[�

0

;�;�i� ] = exp

�

h�

0


�

0

i

�

: exp

�

�h�
e

�2�


�i

�

:j

�!��e

�


�

0

= exp

�

h�

0


�

0

i

�

exp

�

�

1

2

Tr ln(1� e

�2�


)

�

� exp

�

�h�(1� e

�2�


)

�1


e

�2�


�i

�

j

�!��e

�


�

0

= exp

�

�

1

2

Tr ln(1� e

�2�


)

�

� exp

�

h(�� �

0

)(1 � e

2�


)

�1


(�� �

0

)i

�

� exp

�

2h�(1 + e

�


)

�1


�

0

i

�

: (517)
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Koneèná formule tedy zní

K[�

0

;�;�i� ] = exp

�

�

1

2

Tr ln(1� e

�2�


)

�

� exp

�

h(�� �

0

)(1 � e

2�


)

�1


(�� �

0

)i

�

� exp

�

2h�(1 + e

�


)

�1


�

0

i

�

: (518)

Zkoumejme nyní blí¾e získaný výsledek. Jak víme z pøedchozí kapitoly, znalostK[�

0

;�;�i� ]

umo¾òuje spoèítat partièní sumu systému jako funkcionální integrál

Z

�

= Tr exp(��H) =

Z

d�




[�]K[�;�;�i�]

= exp

�

�

1

2

Tr ln(1� e

�2�


)

�

Z

d�




[�] exp

�

2h�(1 + e

�


)

�1


�i

�

= exp

�

�

1

2

Tr ln(1� e

�2�


)

�

exp

�

�

1

2

Tr ln(1� 2(1 + e

�


)

�1

)

�

;

tedy pro dostateènì velký objem V !1, kdy lze nahradit sumaci pøes diskrétní hodnoty p

integrálem, máme

Z

�

= exp

�

�Tr ln(1� e

��


)

�

=exp

�

�

V

(2�)

d

Z

d

d

pln(1� e

��E(p)

)

�

: (519)

To je, jak jsme ostatnì oèekávali, standardní partièní suma systému stejných bosonù s jedno-

èásticovými hladinami E(p).

Naleznìme je¹tì euklidovskou matici hustoty K[�

0

;�;�i� ] v limitì in�nitesimálních � ! 0.

Rozvojem operátorových funkcí dostaneme

K[�

0

;�;�i� ! 0] �

� exp

�

�

1

2

Tr ln(2�
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�
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�

1

2
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0
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�

0
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�

= N (�)	
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0

]
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�1

� exp

�

�

1

2�

h(���

0

)

2

i �

1

2

�

1

3

(h�


2

�i+ h�

0




2

�i+ h�

0




2

�

0

i)

�

: (520)

V posledním øádku jsme zahrnuli na � nezávislý pøedexponenciální (� -závislý) faktor a

normovací faktory explicite vydìlených funkcionálù základního stavu v pùvodní funkcio-

nální reprezentaci (tyto faktory odli¹ují pùvodní funkcionální reprezentaci od reprezentace na

L

2

(X;d�




[�]), kterou v této podkapitole pou¾íváme) do spoleèné pøedexponenciální funkce

N (�). V pùvodní reprezentaci je tedy jádro euklidovského evoluèního operátoru pro � ! 0

dáno formulí

96

e

K[�

0

;�;�i� ! 0] �

�

f

N (�) exp

�

�

1

2�

h(�� �

0

)

2

i �

1

2

�

1

3

(h�


2

�i+ h�

0




2

�i+ h�

0




2

�

0

i)

�

:

(521)

96

Pou¾ijeme-li naivní formuli pro normalizaci základního stavu N




= det

�




�

�

1=4

a vztah detA = expTr lnA,

dostaneme pro ní¾e zavedenou normalizaèní funkci naivní výraz

~

N (�) = det

�

1

2��

�

1=2

. Zde se nabízí srovnání

s pøedexponenciálním faktorem propagátoru volné èástice.
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Výraz v exponenciále lze interpretovat (a¾ na znaménko) jako klasickou (euklidovskou) akci

pro volné skalární pole

S

E

[�] =

1

2

Z

t2(0;�)

d

d+1

x

�

(@

t

�(x))

2

+�(x)


2

�(x)

�

; (522)

poèítané na trajektorii �(x) = �(t;x) v kon�guraèním prostoru, která lineárnì interpoluje

mezi kon�guracemi �(x) v èase t = 0 a �

0

(x) v èase t = � . Tato formule bude východiskem

pro \fyzikální" interpretaci dráhových integrálù v teorii pole.

Lieova formule dává

97

pro jádro evoluèního operátoru interagujícího systému

h�

0

j exp(��(H +H

I

)) j �i = lim

N!1

h�

0

j (exp(��H

I

=N) exp(��H=N))

N

j �i; (523)

resp. pro èasovì závislou interakci

h�

0

j U(�

f

; �

i

) j �i = lim

N!1

h�

0

j

N

Y

j=1

exp(��H

I

(�

j

)=N) exp(��H=N) j �i: (524)

Intuitivní odvození reprezentace tìchto velièin dráhovým integrálem je pøímou analogií po-

stupu u¾itého v kvantovì mechanickém pøípadì. Vlo¾me do tìchto formulí N � 1 krát roz-

klad jednotky ve tvaru (505), kde pi¹me formálnì d�




[�] = D�(x)	




[�]	

�




[�] a pro dosta-

teènì veká N pou¾ijme formu volného evoluèního operátoru pro in�nitesimální èasy (520).

Donásobíme-li je¹tì výslednou formuli faktorem 	
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�




[�], která pøevádí reprezentaci na

L
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[�]) zpìt do pùvodní funkcionální reprezentace, dostaneme formální vyjádøení jádra

e
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(x) exp(�S

N

E

[�]) (525)

kde jsme oznaèili � = �=N , �

j

= j�,

f

N =

Q

N
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f

N (�), �

0

= �, �
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= �

0

a

S

N

E
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N
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(526)

Poslední výraz lze interpretovat jako hodnotu klasické euklidovské akce

S

E

[�] =

1

2

Z

�

0

d

d+1

x

�

(@

t

�(x))

2

+�(x)


2

�(x)

�

+

Z

�

0

dtH

I

[�; t]; (527)
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Zde blí¾e nespeci�kujeme vlastnosti interakèního hamiltoniánu, pro nì¾ je Lieova formule pou¾itelná.
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interagující teorie poèítané (do øádu O(�)) pro po èástech lineární trajektorii v prostoru

polních kon�gurací. Naivní limita N !1 dává koneènì

e

K[�

0

;�;�i� ] =

Z

�(�;x)=�

0

(x)

�(0;x)=�(x)

D�(x) exp(�S

E

[�]); (528)

co¾ lze chápat jako dráhový integrál pøes v¹echny trajektorie v kon�guraèním prostoru, spl-

òující zadané okrajové podmínky. Pøitom \míra", formálnì vyjádøená jako limita

D�(x) = lim

N!1

N�1

Y

j=1

D�

j

(x) (529)

neexistuje v rigorózním smyslu podobnì jako míry D�(x) a Dx(t).

2.4 Vytvoøující funkcionál Greenových funkcí volného skalárního pole a

gaussovská funkcionální míra

V pøedchozí podkapitole jsme uvedli intuitivní argumenty, dovolující vyjádøit jádro evoluèního

operátoru pro interagující skalární pole pomocí formálního funkcionálního integrálu

e

K[�

0

;�;�i� ] =

Z

�(�;x)=�

0

(x)

�(0;x)=�(x)

D�(x) exp(�S

E

[�]): (530)

Spí¹e ne¾ jádro evoluèního operátoru se vyu¾ívá v kvantové teorii pole vytvoøující funkcio-

nál Z

E

[J ] (euklidovských) Greenových funkcí. Pøipomeòme, ¾e funkcionální derivace Z

E

[J ]

podle J dávají vakuové støední hodnoty T

�

-uspoøádanách souèinù Heisenbergovy reprezentace

operátorù pole �(x) = �(�;x) = e

��H

�(x)e

�H

v imaginárním èase, t.j.

Z

E

[J ] = h0jT
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�
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T!1
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�
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�
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R
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d�d

d
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�

Tr exp (�HT )
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1

X
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i

n

n!

Z

d

d+1

x
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: : : d

d+1

x

n

J(x

1

) : : : J(x

n

)h0jT

�

�(x

1

) : : : �(x

n

)j0i; (531)

kde j0i je základní stav interagující teorie. De�nice Z

E

[J ] je pøímým zobecnìním kvantovì

mechanické de�nice, uvedené v pøedchozí kapitole

98

, na pøípad nekoneènì mnoha stupòù vol-

nosti. Naivní reprezentace Z

E

[J ] dráhovým integrálem, zalo¾ená na formuli (528) a výsledcích

pøedchozí kapitoly, zní

Z

E

[J ] =

R

�(1;x)=�

0

(x)

�(�1;x)=�(x)

D�(x) exp(�S

E

[�] + i

R

d

d+1

x�(x)J(x))

R

�(1;x)=�

0

(x)

�(�1;x)=�(x)

D�(x) exp(�S

E

[�])

= lim

T!1

R

�(�T=2;x)=�(T=2;x)

D�(x) exp(�S

E

[�] + i

R

T=2

�T=2

d

d+1

x�(x)J(x))

R

�(�T=2;x)=�(T=2;x)

D�(x) exp(�S

E

[�])

(532)
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Volba faktoru i v argumentu exponenciály, kterým se zde li¹íme od pøedchozích kapitol, je motivovaná

výrazem pro charakteristický funkcionál míry.
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Formule (530, 532) obsahují neexistující funkcionální míru D�(x). Obdobnì jako ji¾ døíve

zavedené formální míry D�(x) a Dx(t) ji v¹ak lze donásobit vhodným funkcionálním fakto-

rem tak, aby výsledná míra byla dobøe de�novaná. Naznaème proto, jak lze intuitivní úvahy z

pøedchozí podkapitoly formalizovat pomocí dosud vybudovaného aparátu gaussovských funk-

cionálních mìr.

Na pravou stranu formule (532) lze nahlí¾et jako na charakteristický funkcionál míry, sym-

bolicky zadané vztahem D�(x) exp(�S

E

[�])=N , kde normovací faktor N odpovídá jmenova-

teli na pravé stranì (532). Proto se v dal¹ím soustøedíme právì na tuto velièinu a spoèteme

ji pro pøípad volného skalárního pole s hamiltoniánem

H =:

1

2

Z

d

d

x

�

�(x)

2

+ �(x)


2

�(x)

�

: (533)

se základním stavem j0i =j 	




i. Námi zvolený zpùsob výpoètu Z

E

[J ] není nejkrat¹í mo¾ný,

jeho výhodou je, ¾e názornì ilustruje \feynmanovskou" konstrukci míry na prostoru trajektorií

polního systému s nekoneènì mnoha stupni volnosti.

Zvolme tedy speciálnì interakèní hamiltonián ve tvaruH

I

= �i

R

d

d

xJ(t;x)�(x) = ihJ(t)�i.

Pro euklidovský evoluèní operátor systému s hamiltoniánem H +H

I

máme vztah

U [iJ ](T=2;�T=2) = T

�

exp

 

�

Z

T=2

�T=2

d�(H + ihJ(�)�i)

!

= exp(�HT=2)T

�

exp

 

i

Z

T=2

�T=2

d�hJ(�)�(�)i

!

exp(�HT=2); (534)

druhý ze vztahù je dùsledkem relace mezi Schrödingerovým a Diracovým obrazem evoluè-

ního operátoru. K výpoètu Z

E

[J ] pou¾ijeme druhou z formulí (532) kterou lze díky (534) a

cykliènosti stopy pøepsat do tvaru

Z

E

[J ] =

TrU [iJ ] (T=2;�T=2)

TrU [0] (T=2;�T=2)

= lim

T!1

R

d�




[�]h� j U [iJ ] (T=2;�T=2) j �i

R

d�




[�]h� j U [0] (T=2;�T=2) j �i

: (535)

nebo» ve funkcionální Schrödingerovì reprezentaci Tr(:) =

R

d�




[�]h� j : j �i. Poznamenejme,

¾e pøedlimitní výraz na pravé stranì (535) odpovídá generujícímu funkcionálu tepelných Gre-

enových funkcí pro � !1; normalizaèní faktor ve jmenovateli je identický s partièní sumou

Z

�

danou vztahem (519) pro � = T .

Pomocí formule (524) a vlo¾ením (N � 1) relací úplnosti (505) upravíme poslední výraz

na tvar

Z

E

[J ] = lim

T!1;N!1

1

Z

T

Z

Y

�N=2<j�N=2

d�




[�

j

]h�

j

je

��H

j�

j�1

i exp (i�hJ(�

j

)�

j

i)

= lim

T!1;N!1

1

Z

T

Z

exp

0

@

i�

N=2

X

j=�N=2

hJ(�

j

)�

j

i

1

A

Y

�N=2<j�N=2

d�




[�

j

]K[�

j

;�

j�1

;�i�];

(536)

kde � = T=N , �

j

= �T=2 + j� a �

j+N

(x) = �

j

(x).
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Pøedlimitní výraz na pravé stranì (536) má obecný tvar

Z

�1

T

Z

Y

�N=2<j�N=2

d�




[�

j

]K[�

j

;�

j�1

;�i(�

j

� �

j�1

)]F (�(�

�N=2+1

); : : :�(�

N=2

)) (537)

(kde 0 < �

�N=2+1

< : : : < �

N=2

= T ), svou formou pøipomínající integrál z cylindrické funkce

podle Wienerovy míry (srov. (46)). Tato podobnost není náhodná. Podobnì jako pøi kon-

strukci Wienerovy míry lze pomocí formule (537) de�novat objekt, kteremu se v matematické

literatuøe øíká kvazimíra, de�novaná na mno¾inì spojitých (v na¹em pøípadì periodických) tra-

jektorií �(�) s hodnotami v prostoru, na nìm¾ jsou de�novány míry d�




[�

j

]K[�

j

;�

j�1

;�i(�

j

�

�

j�1

)], t.j. v na¹em pøípadì v prostoru polních kon�gurací. Podle kvazimíry lze integrovat

cylindrické funkce, závisející na koneènì mnoha hodnotách trajektorií v koneènì mnoha èa-

sech 0 < �

�N=2+1

< : : : < �

N=2

= T , a to právì podle formule (537), a také funkce, které

lze získat limitním pøechodem jejich aproximací pomocí cylindrických funkcí (pokud výsledek

nezávisí na výbìru aproximace). Za jistých okolností kvazimíra de�nuje �-aditivní míru na

spojitých trajektoriíích, popø. na vhodnì roz¹íøenem prostoru trajektorií. Integrál podle kva-

zimíry funkce exp(i

R

T

0

dthJ(t)�(t)i), existuje-li, se nazývá charakteristickým funkcionálem

pøíslu¹né kvazimíry. Výraz (536) tedy pøedstavuje cylindrickou aproximaci charakteristickeho

funkcionálu kvazimíry de�nované pomocí (537). Tato kvazimíra, resp. její pøípadné �-aditivní

roz¹íøení, je tedy kandidátem na objekt, dávající symbolu D�(x) exp(�S

E

[�])=N rigorózní

význam.

Spèítejme nyní Z

E

[J ]. Pøepi¹me (536) na tvar

Z

E

[J ] = lim

T!1;N!1

N

N

Z

Y

�N=2<j�N=2

d�




[�

j

] exp

0

@

�S

N

E

+ i�

N=2

X

j=�N=2

hJ(�

j

)�

j

i

1

A

; (538)

kdeN

N

= Z

�1

T

exp(�N=2Tr ln(1�e

�2
T=N

)). V pøedchozí formuli d�

N




=

Q

�N=2<j�N=2

d�




[�

j

],

jako¾to pøímý souèin gaussovských mìr s kovariancemi C = (2
)

�1

, je opìt gaussovská míra

s kovariancí C

ij

= (2
)

�1

�

ij

. Výraz v exponenciále integrandu zní

�S

N

E

=

X

�N=2<j��N=2

�

2h�

j

(1� e

2�


)

�1


�

j

i � 2h�

j

(1� e

2�


)

�1


e

�


�

j�1

i

�

=

1

2

X

�N=2<i;j�N=2

h�

i

A

ij

�

j

i (539)

kde jsme oznaèili symetrickou matici

A

ij

= 4(1 � e

2�


)

�1


�

ij

� 2(1 � e

2�


)

�1


e

�


(�

i�1;j

+ �

j�1;i

): (540)

Integrand integrálu (538) má tedy v exponenciále kvadratickou formu a pro jeho výpoèet

lze u¾ít formuli (485). K tomu potøebujeme inverovat operátorovou matici A

ij

� C

�1

i;j

. To

lze snadno pøechodem k nové bazi v R

N

pomocí unitární matice U

kn

= e

i

2�

N

nk

=

p

N kde

�N=2 < n; k � N=2, co¾ je koneèná analogie Fourierovy transformace:

�(k;x) =

1

p

N

X

�N=2<n�N=2

�

n

(x)e

i

2�

N

nk

: (541)
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Inverzní transformace je

�

n

(x) =

1

p

N

X

�N=2<k�N=2

�(k;x)e

�i

2�

N

nk

; (542)

nebo» platí U

+

U = 1, neboli

1

N

X

�N=2<k�N=2

e

i

2�

N

(n�m)k

= �

nm

:

Pøejdeme-li podobnì od J

n

(x) k J(k;x), dostaneme

X

�N=2<j�N=2

hJ(j�)�

j

i) =

X

�N=2<k�N=2

h�(k)J(�k)i

a kvadratická forma v exponenciále funkcionálního integrandu pøejde na tvar

� S

N

E

=

X

�N=2<k�N=2

2h�(k)(1 � e

2

T

N




)

�1


(1� e

T

N




cos

2�

N

k)�(�k)i; (543)

tedy operátorová matice A je v nové bazi antidiagonální, toté¾ platí o kovarianèní matici C,

A(k; l) = 4(1 � e

2

T

N




)

�1


(1� e

T

N




cos

2�

N

k)�

k;�l

C(k; l) = (2
)

�1

�

k;�l

:

Odtud snadno dostaneme

(A� C

�1

)(k; l) = 2


0

@

2

1� e

T

N




cos

2�

N

k

1� e

2

T

N




� 1

1

A

�

k;�l

= �2


cosh

T

N


� cos

2�

N

k

sinh

T

N




�

k;�l

: (544)

Tuto operátorovou matici lze snadno invertovat a zpìtnou transformací do pùvodních pro-

mìnných dostaneme

(A� C

�1

)

�1

mn

= �

1

N

X

�N=2<k�N=2

1

2


sinh

T

N




cosh

T

N


� cos

2�

N

k

e

i

2�

N

(m�n)k

: (545)

Dále potøebujeme pøedexponenciální faktor rovný

exp(�

1

2

Tr ln(1� CA))

Y

�N=2<j�N=2

exp(�

1

2

Tr ln(1� e

�2T
=N

)):

Ten nezávisí funkcionálnì na J a lze ho spoèítat pomocí gaussovského integrálu (538) pro

J = 0. Tomu v¹ak odpovídá stopa volného euklidovského evoluèního operátoru, nebo» jádro
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K splòuje semigrupovou podmínku. Tento faktor se tedy zkrátí s normalizaèním faktorem ve

jmenovateli výrazu (535). Máme tedy

Z

E

[J ] = lim

T!1;�!0;N!1;�N=T

exp

0

@

�

�

2

2

X

�N=2<k;m;n�N=2

hJ(�

m

)

1

T

�

2


sinh �


cosh �
� cos

2�

T

�k

e

i

2�

T

�(m�n)k

J(�

n

)i

1

A

(546)

Pro výpoèet limity N !1 oznaème E =

2�

T

k a (t� t

0

) = (j � k)T=N a máme

� (A� C

�1

)

�1

mn

! G

T

(t; t

0

) =

1

T

X

E=

2�

T

n

e

i(t�t

0

)E

E

2

+


2

(547)

Pøedpokládáme-li spojitou závislost J na t, pøejde sumace pøes m;n v exponeciále (546) v

limitì N !1 v integraci a dostaneme koneènì

Z

E

[J ] = lim

T!1

exp

 

�

1

2

Z

T=2

�T=2

dtdt

0

hJ(t)G

T

(t; t

0

)J(t

0

)i

!

: (548)

V limitì T !1 pøejde ve výrazu (547) pro G

T

(t; t

0

) suma pøes diskrétní E v integrál,

lim

T!1

G

T

(t; t

0

) = G

E

(t; t

0

) =

Z

dE

2�

e

i(t�t

0

)E

E

2

+


2

: (549)

Euklidovský vytvoøující funkcionál Z

E

[J ] je tudí¾ dán formulí

Z

E

[J ] = exp

�

�

1

2

Z

dtdt

0

hJ(t)G

E

(t; t

0

)J(t

0

)i

�

: (550)

Diskutujme nyní získané výsledky. Spoèítejme dvoubodovou Greenovu funkci

h	




jT

�

�(t;x)�(t

0

;x

0

)j	




i = hxjG

E

(t; t

0

)jx

0

i =

Z

d

d+1

p

(2�)

d+1

e

i(p

4

(t�t

0

)+p�(x�x

0

))

p

2

4

+E(p)

2

; (551)

poslední výraz platí pro jednoèásticový hamiltonián 
, který je diagonální v impulsové repre-

zentaci. Z formule (550) je zøejmé, ¾e jedinou netriviální souvislou Greenovou funkcí je právì

dvoubodová funkce; vytvoøující funkcionál souvislých Greenových funkcí je toti¾

W

E

[J ] = �ln Z

E

[J ] =

1

2

Z

dtdt

0

hJ(t)G

E

(t; t

0

)J(t

0

)i: (552)

Klasické pole �

cl

(x) je rovno

�

cl

(x) = �i

1

Z

E

[J ]

�Z

E

[J ]

�J(x)

= i

�W

E

[J ]

�J(x)

= i

Z

dt

0

hG

E

(t; t

0

)J(t

0

)i: (553)

Odtud snadno dostaneme efektivní akci (generující funkcionál vlastních vertexù) ve tvaru

�

E

[�

cl

] =W

E

[J ] + i

Z

dthJ(t)�

cl

(t)i =

1

2

Z

dtdt

0

h�

cl

(t)G

�1

E

(t; t

0

)�

cl

(t

0

)i: (554)
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V¹imnìme si, ¾e operátorové jádro G

E

(t; t

0

) je inverzí operátoru

G

�1

E

= �@

2

t

+


2

(555)

na funkcích d+1 promìnných, majících Fourierùv obraz vzhledem k promìnné t. Máme tedy

�

E

[�

cl

] =

1

2

Z

dth�

cl

(t)(�@

2

t

+


2

)�

cl

(t)i =

1

2

Z

dth@

t

�

cl

@

t

�

cl

+ �

cl




2

�

cl

i; (556)

kde jsme provedli integraci per partes a pøedpokládali dostateènì rychlé ubývání �

cl

pro

t ! �1 umo¾òující anulovat povrchové èleny. Efektivní akce je tedy toto¾ná s klasickou

euklidovskou akcí volného pole bez kvantových korekcí. Volné skalární pole je tedy v tomto

smyslu klasickým systémem.

Pøedlimitní výraz

99

na pravé stranì (548) je generátorem tepelných Greenových funkcí pøi

� = T (srov. podkapitolu 1.11), tedy

Z

�

[J ] = exp

 

�

1

2

Z

�

0

d�d�

0

hJ(�)G

�

(�; �

0

)J(�

0

)i

!

: (557)

Speciálnì dvoubodová tepelná Greenova funkce je rovna

hT

�

�(�;x)�(�

0

;x

0

)i = hxjG

�

(�; �

0

)jx

0

i =

1

�

X

!

n

=

2�

�

n

Z

d

d

p

(2�)

d

e

i(!

n

(���

0

)+p�(x�x

0

))

!

2

n

+E(p)

2

: (558)

Diskrétní sumu na pravé stranì této formule lze vysèítat u¾itím stejného postupu jako v

kapitole 1.11; jako výsledek obdr¾íme

hT

�

�(�;x)�(�

0

;x

0

)i =

Z

d

d+1

p

(2�)

d+1

e

i(p

4

(���

0

)+p�(x�x

0

))

p

2

4

+E(p)

2

+

Z

d

d

p

(2�)

d

1

E(p)

coshE(p)(� � �

0

)

e

�E(p)

� 1

:

(559)

První èlen pøedstavuje pøíspìvek základního stavu, druhý je pak výsledek støedování pøes

excitované stavy pøi (inverzní) teplotì �.

Vytvoøující funkcionál (550) má tvar identický s tvarem charakteristického funkcionálu

gaussovské míry d�[�(x)] s nulovou støední hodnotou a kovarianèním operátorem C = (�@

2

t

+




2

)

�1

, de�nované na vhodném prostoru

100

trajektorií �(x) = �(t;x) v prostoru polních

kon�gurací.

Ukázali jsme tedy, ¾e kvazimíra (537), resp. její limita pro T !1, formálnì zapsaná jako

d�[�(x)] = lim

T!1;N!1

Z

�1

T

N=2

Y

j=�N=2

d�




[�

j

]K[�

j

;�

j�1

;�iT=N ]

(560)

pro volné pole je roz¹iøitelná do dobøe de�nované gaussovské míry s kovariancí (�@

2

t

+


2

)

�1

jak napovídalo její naivní vyjádøení

d�[�(x)] = D�(x) exp(�S

E

[�])=N ; (561)

99

Prodlou¾íme-li zdroj J(t) i jádro G

T

(t; t

0

) periodicky s periodou � = T .

100

Speci�kace tohoto prostoru závisí na konkrétním tvaru kovarianèního operátoru; aby míra byla �-aditivní

staèí vzít Hilbertùv prostor, v nìm¾ je tento operátor jaderný.
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pøièem¾ naivní normalizaèní faktor je formálnì roven

N = Det

 

�@

2

t

+


2

2�

!

�1=2

: (562)

Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e projekce této míry na prostor hodnot obecné trajektorie �(t)

v za�xovaném euklidovské èase t = � (co¾ není nic jiného ne¾ prostor polních kon�gurací) je

míra d�




[�].

Uva¾ujme nyní interagující pole s euklidovskou akcí (527). Pomocí formulí (523,524) a zo-

pakováním úvah, které v kvantové mechanice v pøípadì Wienerovy míry vedly k Feynmanovì-

Kacovì formuli, lze psát pro vytvoøující funkcionál

Z

E

[J ] =

R

d�[�(x)] exp (�

R

dtH

I

[�(t); t] + i

R

dthJ(t)�(t)i)

R

d�[�(x)] exp (�

R

dtH

I

[�(t); t])

: (563)

Tato formule je základem kvantovì-polní poruchové teorie, kterou se budeme podrobnìji za-

bývat v následujících podkapitolách.

2.5 Kvantová teorie pole na møí¾i

Zmiòme se je¹tì o druhém, neporuchovém zpùsobu konstrukce funkcionální míry pro kvan-

tovou teorii pole. V podkapitole 2 jsme zavedli kvantovì mechanický systém, regularizující

spojitou teorii pole s nekoneènì mnoha stupni volnosti. Konstrukce spoèívala v rozdìlení uva-

¾ovaného objemu V na N bunìk a náhradou polní kon�guraceM -ticí støedních hodnot pole v

tìchto buòkách. Pro urèitost pøedpokládejme, ¾e objem V je d-dimenzionální hyperkrychle s

délkou hrany L, který rozdìlíme naM = N

d

hyperkrychlièek s délkou hrany a = L=N . Støedy

bunìk tvoøí d-dimenzionální møí¾ku s møí¾ovou konstantou a, s møí¾ovými body asociujme

pøíslu¹né støední hodnoty pole v jednotlivých buòkách. Stupnì volnosti regularizované teorie

budou tedy indexovány polohami møí¾ových bodù x = ae

j

n

j

, kde n

j

2 Z jsou celoèíselné

souøadnice a e

j

jsou jednotkové souøadnicové vektory ve smìru jednotlivých os. Pro urèi-

tost uva¾ujme rálné skalární pole �(x). Aproximujme prostorové derivace polní kon�gurace

pøedpisem

r

i

�(x)! a

�1

(�(x+ ae

i

)� �(x)): (564)

Hamiltonián regularizované teorie pi¹me ve tvaru

H = a

d

X

x

H(�(x);r

j

�(x); �(x)) (565)

V dal¹ím nás bude zajímat vyjádøení vytvoøujícího funkcionálu pro euklidovské Greenovy

funkce regularizované teorie pomocí funkcionálního integrálu. Budeme vycházet z de�nice

dráhového integrálu na fázovém prostoru.

S u¾itím obecných formulí máme pro vytvoøující funkcionál euklidovských Greenových

funkcí regularizované teorie následující výraz:

Z[J(x; �)] = lim

T

f;i

!�1

lim

N

�

!1

Z[0]

�1

�

Z

Y

x

d�(x; �

N

�

)a

d

2�

N

�

�1

Y

j=1

d�(x; �

j

)d�(x; �

j

)a

d

2�

exp (�S

reg

E

[�;�; J ]) ; (566)
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kde

�S

reg

E

[�;�; J ] = ia

d

N

�

X

j=1

X

x

�(x; �

j

)(�(x; �

j

)� �(x; �

j�1

))

� a

d

�

N

�

X

j=1

X

x

(H(�(x; �

j

);�(x; �

j�1

);r�(x; �

j�1

) + J (x; �

j�1

)�(x; �

j�1

)); (567)

�

j

= T

i

+ j�, � = (T

f

� T

i

)=N

�

a kde jsme pøe¹kálovali zdroj J = a

d

J . Pro teorii s hamil-

toniánem kvadratickým vzhledem ke sdru¾eným impulsùm lze podobnì jako v pøípadì volné

èástice v podkapitole 1.1. pøes sdru¾ené impulsy vyintegrovat a obdr¾et tak
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Z[J(x; �)] = lim

T

f;i

!�1

lim

N

�

!1

Z[0]

�1

Z

Y

x

N

�

�1

Y

j=1

d�(x; �

j

) exp (�S

reg

E

[�(x; �

j

); J ]) ; (568)

kde S

reg

E

[�(x; �

j

); J ] závisí na hodnotách pole �(x; �

j

) a na diskrétních aproximacích jeho

derivací

r

i

�(x; �

j

) = a

�1

(�(x+ ae

i

; �

j

)� �(x; �

j

)) (569)

@

�

�(x; �

j

) = �

�1

(�(x; �

j+1

)� �(x; �

j

)) (570)

Proto¾e nás bude zajímat limita T

f;i

! �1 a souèasnì \termodynamická" limita V !1,

vezmeme T

f;i

! �L=2 a sjednotíme oba limitní procesy po¾adavkem L ! 1. Podobnì

de�nice dráhového integrálu obsahuje limitní proces � ! 0, kde � je délka elementárních

intervalù, na které dìlíme èasový interval T

f

� T

i

= L. Tuto limitu lze provést souèasnì s

pøechodem a! 0 od regularizovaného kvantovì mechanického systému ke spojité teorii pole

polo¾ením

102

� = a. Pøedlimitní výraz má tedy tvar

Z[J(x; �)]

reg

= Z[0]

�1

reg

Z

Y

x

d�(x) exp (�S

reg

E

[�(x); @

�

�(x); J(x)]) ; (571)

kde x = (x; �) = an

�

e

�

, celoèíselné souøadnice n

�

2 (�N=2; N=2), e

�

jsou jednotkové vektory

ve smìru souøadnicových os, � nyní nabývá hodnot 1; 2; : : : ; d; d+ 1 a diskrétní derivace jsou

urèeny formulemi (569) s @

�

= @

d+1

a � = a.

Poslední pøedlimitní formule de�nuje (euklidovskou) kvantovou teorii pole na hyperku-

bické d + 1-dimenzionální møí¾i. Tak jak je zformulovaná odpovídá klasickému statisticko-

mechanickému systému, Z[J ]

reg

není nic jiného ne¾ klasická partièní suma. Výhodou této

analogie je mo¾nost aplikovat na výraz (571) metody typické pro tuto oblast (klastrové a

vysokoteplotní rozvoje a.p.), pøièem¾ spojitá limita a! 0 odpovídá kritickému bodu ekviva-

lentního statistického systému. Blí¾e viz napø. [6] a [9].

Pøechod ke spojité limitì zdaleka není triviální. Naivní limita a ! 0 vede obecnì na

divergentní výrazy, podobnì jako formální sejmutí ultra�alového obøezání v poruchové teorii.

Møí¾ová regularizace pøedstavuje altenativní neporuchovou verzi takovéhoto UV obøezání,

nebo» ignoruje detaily kompletní spojité teorie na malých vzdálenostech. Z tohoto dùvodu

101

V dal¹ím vynecháváme normalizaèní faktor míry D�, nebo» se krátí s podobným faktorem ve jmenovateli.

102

Poznamenejme, zatímco limita �! 0; a 6= 0 nevede v principiálním problémùm (jde o výpoèet dráhového

integrálu pro systém s koneènì mnoha stupni volnosti), limita a! 0 je netriviální, nebo» pøedstavuje pøechod

k nekoneènì mnoha stupòùm volnosti se v¹emi obtí¾emi naznaèenými v pøedchozí kapitole. Toté¾ platí o limitì

� = a! 0.
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je tøeba vhodnì \naladit" hodnoty konstant v lagrangiánu regularizované teorie, tak, aby

jejich závislost na a vedla ve spojité limitì ke koneèným výsledkùm. Tyto závislosti se obdr¾í

za�xováním nìkolika málo renormalizaèních podmínek na Greenovy funkce. Uka¾me podstatu

tohoto postupu na následujícím jednoduchém pøíkladu.

Uva¾ujme teorii reálného skalárního pole na møí¾i s kvadratickou euklidovskou akcí, závi-

sejících pouze na prvních derivacích. Nejobecnìj¹í tvar pøíslu¹né møí¾ové akce je

103

S

E

[�] = Z

�

(�2�

X

x;�

�(x+ ae

�

)�(x) +

X

x

�(x)

2

); (572)

kde se sèítá pøes møí¾ové body. Parametr � je tzv. hopping parametr, který je zodpovìdný za

interakci

104

pole v rùzných bodech a zaji¹»uje netriviálnost korelaèních funkcí. Jak uvidíme

v dal¹ím, bude nutné právì tento parametr správnì \naladit" pro limitní pøechod ke spojité

teorii. Regularizovaný vytvoøující funkcionál je dán gaussovkým integrálem; zapí¹eme-li akci

se zdrojem ve tvaru

S

E

[�; J ] =

1

2

X

x;y

�(x)M

x;y

�(y) +

X

x

J(x)�(x); (573)

je roven

Z

reg

[J ] = exp

 

1

2

X

x;y

J(x)M

�1

x;y

J(y)

!

: (574)

Inverzi matice M

x;y

lze snadno provést v impulsové reprezentaci. V termodynamické limitì

L!1, lze psát

�(x) =

�

a

2�

�

(d+1)=2

Z

�=a

��=a

d

d+1

k

~

�(k)e

�ik�x

: (575)

V¹imnìme si ultra�alového obøezání v impulsové reprezentaci, odpovídající integraci pøes

první Brillouinovu zónu hyperkubické møí¾e. V termínech promìnných

~

� má møí¾ová akce

tvar

S

E

[�] = Z

�

Z

�=a

��=a

d

d+1

k

~

�(k)

~

�(�k)(1 � 2�

X

�

cos k

�

a); (576)

co¾ s vyu¾itím vztahu (575) dává

S

E

[�] = Z

�

X

x;y

�

a

2�

�

d+1

�(x)�(y)

Z

�=a

��=a

d

d+1

ke

ik�(x�y)

(1� 2�

X

�

cos k

�

a): (577)

Inverze matice M

x;y

, která odpovídá dvoubodové Greenovì funkci tedy je

h�(x)�(y)i =M

�1

x;y

=

1

2

Z

�1

�

�

a

2�

�

d+1

Z

�=a

��=a

d

d+1

k

e

ik�(x�y)

1� 2�

P

�

cos k

�

a

: (578)

Pro malá a! 0

1� 2�

X

�

cos k

�

a = 1� 2(d+ 1)� + �a

2

k

2

+O(a

4

); a! 0; (579)

103

Spoleènou multiplikativní konstantu Z

�

lze eliminovat rede�nicí pole �(x). V následujícím ji ponecháváme

z dùvodù, které bodou zøejmé pozdìji.

104

Ve statistické fyzice se èasto provádí rozvoj právì v hopping parametru.
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tedy pøibli¾ná poloha pólu dvoubodové funkce v impulsové reprezentaci je

k

2

=

2(d + 1)�� 1

�a

2

+O(a

2

) (580)

a reziduum v pólu má hodnotu

z

�

=

a

d�1

2�

Z

�1

�

: (581)

Poloha pólu souvisí s hmotou èástic, kreovaných z vakua operátory �(x), jednotkové reziduum

zaruèuje splnìní kanonických komutaèních relací. Je tedy pøirozené po¾adovat, aby fyzikální

obsah regularizované teorie, t.j. poloha pólu a reziduum fyzikálního pole v tomto pólu nezávisel

v limitì a! 0 na a. Toho lze dosáhnout volbou

105

z

�

= 1; t:j: Z

�

=

a

d�1

2�

(582)

a za�xováním polohy pólu relací

2(d+ 1)�� 1

�a

2

= �m

2

; (583)

kde m je fyzikální hmota, nezávislá na a. Poslední vztahy de�nují závislost \holých" vaz-

bových konstant regularizovaného lagrangiánu na møí¾kové konstantì a (t.j. na parametru

ultra�alového obøezání), v parametrickém prostoru Z

�

; � tak dostaneme \linie konstantní fy-

ziky"(ty se v realistických møí¾ových výpoètech obvykle zkoumají \experimentálnì" pomocí

numerických simulací). Vý¹e popsaná procedura je nejjednodu¹¹ím pøíkladem renormalizaèní

procedury, u¾ívané v kvantové teorii pole. Zaji¹»uje existenci netriviální spojité limity

h�(x)�(y)i =M

�1

x;y

!

Z

d

d+1

k

(2�)

d+1

e

ik�(x�y)

k

2

+m

2

(584)

co¾ není nic jiného ne¾ euklidovská dvoubodová funkce volného reálného skalárního pole.

Pøechodem k pøe¹kálovanému zdroji J = a

d+1

J máme pro vytvoøující funkcionál spojité

teorie

Z[J ] = exp

�

1

2

Z

d

d+1

xd

d+1

yJ (x)h�(x)�(x)iJ (y)

�

: (585)

V¹imnìme si, ¾e limitním pøechodem a ! 0 byla restaurována symetrie O(d + 1), naru¹ená

pøechodem k regularizovanému systému.

Poznamenejme, ¾e v na¹em pøíkladu jsme z ilustraèních dùvodù zavedli nutnost renorma-

lizaèní procedury ponìkud umìle. Skuteènì, øe¹íme-li renormalizaèní podmínky vzhledem ke

� a dosadíme výsledek zpìtnì do regularizované akce, obdr¾íme

S

E

[�] =

1

2

a

d+1

X

x;�

�

�(x+ e

�

)� �(x)

a

�

2

+

1

2

a

d+1

X

x

m

2

�(x)

2

; (586)

tedy møí¾ovou regularizaci euklidovské akce reálného skalárního pole s hmotou m.

V pøípadì interagujícího pole, t.j. obsahuje-li regularizovaná akce èlen

P

x

V (�(x)) s ne-

kvadratickou funkcí V , je renormalizace nezbytná.

105

Ekvivalentnì lze polo¾it ve výchozím vztahu pro regularizovanou akci Z

�

= 1 a v posledním kroku pøejít

ke Greenovým funkcím renormalizovaného pole �

R

(x) = z

�1=2

�

(x)�(x).
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2.6 Schrödingerova reprezentace pro fermiony a fermionový funkcionální

integrál

V této podkapitole zobecníme konstrukci Berezinova integrálu na pøípad nekoneènì mnoha

fermionových stupòù volnosti. Postup bude v mnohém analogický bosonovému pøípadu, proto

bude výklad tìch èástí, kde se lze odvolat na podobné postupy z pøedchozí kapitoly, struènìj¹í

a podrobnìji se zamìøíme spí¹e na rozdílné rysy obou typù systémù.

Uva¾ujme fermionové pole  

�

(x) (kde � je spinorový index - v dal¹ím budeme èasto tento

index vynechávat a chápat  (x) jako sloupec s prvky  

�

(x), podobnì  

+

(x) bude øádka s

elementy  

+

�

(x)) splòující standardní d-dimenzionální fermionové antikomutaèní relace

f 

+

�

(x);  

�

(y)g = �

��

�

(d)

(x� y); f 

�

(x);  

�

(y)g = f 

+

�

(x);  

+

�

(y)g = 0: (587)

Jak jsme ji¾ ukázali v pøípadì koneènì mnoha stupòù volnosti, lze antikomutaèní relace tohoto

typu reprezentovat pomocí operátorù násobení a derivace na vhodné Grassmannovì algebøe. V

pøípadì nekoneènì mnoha stupòù volnosti lze tuto algebru ztoto¾nit s prostorem funkcionálù

antikomutujících generátorù 	

�

(x),

f	

�

(x);	

�

(y)g = 0: (588)

Výsledná Grassmannova algebra je pak nekoneènì dimenzionální a její elementy (funkcionály)

F [	

�

(x)] mají obecný tvar

F [	

�

(x)] =

1

X

j=0

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

j

F

�

1

;:::�

j

(x

1

; : : : ;x

j

)	

�

1

(x

1

) : : :	

�

j

(x

j

): (589)

Na rozdíl od bosonového pole je reprezentace kanonických antikomutaèních relací (587) na

prostoru funkcionálù (589) zatí¾ena dodateènou nejednoznaèností. Je toti¾ tøeba identi�ko-

vat, které operátory budeme pova¾ovat za kreaèní (resp. za operátory souøadnice - a ty pak

budeme reprezentovat pomocí operátoru násobení grassmannovským generátorem) a které za

anihilaèní (resp. za sdru¾ené impulsy, jen¾ se reprezentují operátorem (funkcionálního) deri-

vování podle grassmannovské promìnné). Zatímco v pøípadì koneèného poètu fermionových

stupòù volnosti tato nejednoznaènost nehrála roli, nebo» vedla na unitárnì ekvivalentní re-

prezentace kanonických antikomutaèních relací, v pøípadì teorie pole lze takto získat unitárnì

neekvivalentní reprezentace.

Ilustrujme to na pøípadu volné teorie s hamiltoniánem

H =

Z

d

d

x 

+

(x)h (x) = h 

+

h i; (590)

(kde h je jednoèásticový hamiltonián, napø. �r

2

=(2m) pro nerelativistické fermiony nebo

�i� � r + �m pro Diracovy fermiony - srov. s odpovídající teorií bosonového pole); zde

vý¹e zmínìná nejednoznaènost odpovídá mo¾ným výbìrùm fockovského vakua, resp. zaplnìní

Diracova moøe. Nech» je pro jednoduchost hamiltonián h diagonální v impulsové reprezentaci

a u(p; �) jsou odpovídající vlastní funkce h, t.j.

hu(p; �)e

ip�x

= E(p)u(p; �)e

ip�x

: (591)

s normalizací

u

+

(p; �)u(p; �

0

) = 2E(p)�

��

0

; (592)
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kde � je souhrn vlastních hodnot dodateèných jednoèásticových operátorù, komutujících s

h (napø. komponenty spinu) takových, ¾e dvojici (p�) odpovídá právì jeden vlastní stav.

Oznaème je¹tì

u

p�

(x) = u(p; �)e

ip�x

: (593)

Z fyzikálního hlediska je dostateènì obecná následující volba reprezentace operátorù  ,  

+

(srov. podkapitolu 1.12)

 (x) =

Z

e

dp

X

�

�

u

p�

(x)

�

hu

+

p�

	i�

M

(E(p)) + h

�

�	

u

p�

i�

S�M

(E(p))

��

(594)

 

+

(x) =

Z

e

dp

X

�

�

u

+

p�

(x)

�

h

�

�	

u

p�

i�

M

(E(p)) + hu

+

p�

	i�

S�M

(E(p))

��

;

(595)

kde

e

dp = d

d

p=((2�)

d

2E(p)), M je vybraná podmno¾ina spektra S operároru h a �

M

znaèí

charakteristickou funkci mno¾iny M . Pro operátor H dostáváme v této reprezentaci

H =

Z

e

dp

e

dq

X

��

hu

+

p�

hu

q�

i

�

�

M

(E(p))�

M

(E(q))h

�

�	

u

p�

ihu

+

q�

	i

+ �

S�M

(E(p))�

S�M

(E(q))hu

+

p�

	ih

�

�	

u

q�

i

�

:

(596)

De�nujeme-li ortogonální projektor �

M

formulí

�

M

(x;y) =

Z

e

dp

X

�

�

M

(E(p))u

p�

(x)u

+

p�

(y)

a analogicky projektor �

S�M

, lze H zapsat v kompaktním tvaru

H = Tr�

M

h� Trh�

M

	

�

�	

+Trh�

S�M

	

�

�	

: (597)

Odtud snadno najdeme vlnové funkcionály odpovídající vlastním stavùm operátoru H. Spe-

ciálním vlastním stavem je Fockovo vakuum s vlnovým funkcionálem F

vac

[	] = h	j0i = 1,

kterému odpovídá energie E

vac

= Tr�

M

h. To lze interpretovat jako zobecnìné Diracovo moøe,

se zaplnìnými v¹emi jednoèásticovými stavy, jejich¾ energie le¾í v za�xované podmno¾inì M

spektra jednoèásticového hamiltoniánu h.

Dal¹í vlastní stavy jp

1

�

1

: : :p

n

�

n

;q

1

�

1

: : :q

m

�

m

i mají vlnové funkcionály

F

p

1

�

1

:::p

n

�

n

;q

1

�

1

:::q

m

�

m

[	] = h	jp

1

�

1

: : :p

n

�

n

;q

1

�

1

: : :q

m

�

m

i

= hu

+

p

1

�

1

	i : : : hu

+

p

n

�

n

	ihu

+

�q

1

��

1

	i : : : hu

+

�q

m

��

m

	i

(598)

a odpovídají n \èásticím" s impulsy p

j

, spiny �

j

a energiemi E(p

j

) 2 S �M a m \dìrám" s

impulsy �q

j

, spiny ��

j

, pro nì¾ E(q

j

) 2M . Energie takovéhoto stavu je pak

E

p

1

�

1

:::p

n

�

m

;q

1

�

1

:::q

m

�

m

=

n

X

j=1

E(p

j

)�

m

X

j=1

E(q

j

) +E

vac

: (599)
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Stavy F

p

1

�

1

:::p

n

�

m

;q

1

�

1

:::q

m

�

m

[	] lze získat z Fockova vakua pomocí kreaèních operátorù \èás-

tic" a \dìr":

b

+

(p; �) = hu

+

p�

	i�

S�M

(E(p)); (600)

d

+

(q; �) = hu

+

�q��

	i�

M

(E(q)): (601)

Anihilaèní operátory

b(p; �) = h

�

�	

u

p�

i�

S�M

(E(p)) (602)

d(q; �) = h

�

�	

u

�q��

i�

M

(E(q)) (603)

anihilují Fockovo vakuum, b(p; �)j0i = d(p; �)j0i = 0 a platí následující kanonické antikomu-

taèní relace

fb(p; �); b

+

(p

0

; �

0

)g = (2�)

d

2E(p)�

(d)

(p� p

0

)�

��

0

;

fd(p; �); d

+

(p

0

; �

0

)g = (2�)

d

2E(p)�

(d)

(p� p

0

)�

��

0

; (604)

(v¹echny ostatní antikomutátory jsou nulové). Tyto relace de�nují skalární souèin na Fockovì

prostoru, který je uzávìrem lineárního obalu stavù jp

1

�

1

: : :p

n

�

n

;q

1

�

1

: : :q

m

�

m

i. Vzhledem

k tomuto skalárnímu souèinu jsou kreaèní a anihilaèní operátory (podle de�nice) navzájem

hermitovsky sdru¾ené a v dùsledku toho na Fockovì prostoru platí relace

�

�

�	(x)

�

+

= 	(x):

Pomocí kreaèních a anihilaèních operátorù zapí¹eme operátory  a  

+

ve tvaru

 (x) =

Z

e

dp

X

�

�

u(p; �)b(p; �)e

ip�x

+ u(�p;��)d

+

(p; �)e

�ip�x

�

(605)

 

+

(x) =

Z

e

dp

X

�

�

u

+

(p; �)b

+

(p; �)e

�ip�x

+ u

+

(�p;��)d(p; �)e

ip�x

�

:

(606)

Dvì takové reprezentace kanonických antikomutaèních relací odpovídající výbìru podmno¾in

M

1

a M

2

nemusí být obecnì unitárnì ekvivalentní. To nastane napø. tehdy, obsahuje-li mno-

¾ina M

1

�M

2

nekoneèný poèet stavù. Stavy z M

1

�M

2

jsou toti¾ v teorii 2 interpretovány

jako èástice a tedy Fockovo vakuum odpovídající teorii 1 je zaplnìno nekoneèným poètem

tìchto èástic a nepatøí tedy do Fockova prostoru

106

teorie 2.

Pro hamiltonián H odvodíme

H =

Z

e

dp

X

�

E(p)

�

b

+

(p; �)b(p; �) + d(p; �)d

+

(p; �)

�

=

Z

e

dp

X

�

E(p)

�

b

+

(p; �)b(p; �)� d

+

(p; �)d(p; �)

�

+E

vac

(607)

106

Pøipomeòme, ¾e Fockùv prostor vznikne zúplnìním lineárního obalu stavù s koneèným poètem èástic.
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V konkrétních fyzikálních situacích se volí podmno¾inaM rùznì. Napø. pro nerelativistický

fermionový plyn, kdy E(p) = p

2

=(2m) > 0, je M mno¾ina energetických hladin E < E

F

, kde

E

F

je Fermiho energie a Fockovo vakuum pak odpovídá zaplnìní v¹ech jenoèásticových stavù

a¾ po Fermiho mez. Operátory b

+

(p; �) kreují èástice s energií E(p) > E

F

, operátory d

+

(p; �)

kreují díry, t.j. anihilují èástice s energií E(p) < E

F

. Pokud se zachovává celkový poèet èástic,

t.j. omezíme-li se na podprostor Fockova prostoru s ostrou hodnotou operátoru poètu èástic

N =

R

e

dp

P

�

�

b

+

(p; �)b(p; �) + d(p; �)d

+

(p; �)

�

, èástice i díry se kreují v párech

107

a celková

energie ka¾dého páru je positivní. Fockovo vakuum je tedy základním stavem systému pevného

poètu neinteragujících fermionù.

V relativistickém pøípadì (napø. pro Diracovy fermiony) je E(p) = �

p

p

2

+m

2

a M je

mno¾ina v¹ech jednoèásticových stavù s E(p) < 0. Fockovo vakuum j0i odpovídá potom

zaplnìnému Diracovu moøi, díry kreované pomocí operátorù d

+

(p; �) mají positivní energii a

interpretují se jako antièástice k èásticím, které se kreují operátory b

+

(p; �). V tomto smyslu

je tedy Diracovo moøe základním stavem bez èástic a antièástic.

Podobnì jako v koneènì dimenzionálním pøípadì lze i pro fermionová pole zkonstruo-

vat grassmannovské roz¹íøení Hilbetrova prostoru stavù, umo¾òující nalézt zobecnìné vlastní

stavy j	i a h	j operátoru

108

^

	(x) odpovídajícímu násobení vlnového funkcionálu grassman-

novským generátorem 	(x). Ne v¹echny koneènì dimenzionální formule v¹ak mají odpovída-

jící jednoduchý nekoneènì dimenzionální protìj¹ek.

Ve Fockovì prostoru, který byl zkonstruován v první èásti této podkapitoly, máme pro

operátor

^

	(x) následující vyjádøení pomocí kreaèních operátorù

^

	(x) =

Z

e

dp

X

�

�

u(p; �)b

+

(p; �)e

ip�x

+ u(�p;��)d

+

(p; �)e

�ip�x

�

; (608)

hermitovsky sdru¾ený operátor (který odpovídá operátoru �=�	) je pak

^

	

+

(x) =

Z

e

dp

X

�

�

u

+

(p; �)b(p; �)e

�ip�x

+ u

+

(�p;��)d(p; �)e

ip�x

�

: (609)

Explicitní tvar zobecnìného bra-vektoru h	j, splòujícího rovnici pro vlastní hodnoty operá-

torù

^

	(x) ve tvaru h	j

^

	(x) = h	j	(x), lze snadno získat pøímoèarým zobecnìním pøíslu¹né

koneènì dimenzionální formule hqj = h0j exp(�i

P

j

q

j

P

j

) (pøipomeòme, ¾e P

j

= iQ

+

j

; srov.

také (347)):

h	j = h0j exp

�

h�

^

	

+

	i

�

: (610)

Podobné jednoduché zobecnìní koneènì dimenzionální formule jqi =

Q

j

(Q

j

� q

j

)j0i (srov.

(346)) pro ket vektor j	i v¹ak není mo¾né.

Zcela analogicky lze setrojit zobecnìné vlastní stavy j	

+

i a h	

+

j operátorù

^

	

+

(x) =

�=�	(x). Ket vektory j

e

	

+

i jsou podobnì jako v koneènìdimenzionálním pøípadì, kde pro

vlastní vektory operátoù P

j

máme jpi = N exp(i

P

j

p

j

Q

j

j0i, dány vztahem

j

e

	

+

i = N exp

�

�h

e

	

+

^

	i

�

j0i; (611)

107

Tzn. v uvedeném podprostoru le¾í pouze stavy F

p

1

�

1

:::p

n

�

n

;q

1

�

1

:::q

n

�

n

[	] se stejným poètem n èástic a

dìr .

108

Zde jsou mo¾ná ponìkud nevhodnì pou¾ity stejné symboly 	

+

a 	 jak pro operátory na Fockovì prostoru

(ve výrazu h0j exp

�

�h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

j0i), tak i pro grassmannovské promìnné. V dal¹ím budeme, pokud

význam nebude patrný z kontextu, rozli¹ovat tyto objekty pomocí symbolu støí¹ky.
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kde N je vhodný normovací faktor; tyto ket-vektory de�nují analogii P -reprezentace, kterou

jsme zavedli v koneènì dimenzích. Formule pro bra vektor hpj v¹ak nemá pøímoèaré zobecnìní.

Vlnové funkcionály F [	] lze pak formálnì chápat jako skalární souèin

F [	] = h	jF i: (612)

Speciálnì oznaème

�[	

0

;	] = h	

0

j	i; (613)

co¾ je nekoneènì dimenzionální analogie grassmannovské �-funkce

109

.

Sdru¾ený funkcionál k funcionálu F [	] tvaru (589) reprezentujícímu stav jF i z Fockova

prostoru, t.j. formální skalární souèin F

�

[	] = hF j	i, lze pak formálnì získat následující

operací

F

�

[	] =

1

X

j=0

(�1)

j

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

j

F

�

�

1

:::�

j

(x

1

; : : : ;x

j

)

�

�	

�

j

(x

j

)

: : :

�

�	

�

1

(x

1

)

�[0;	]: (614)

Ta je vhodným nekoneènì dimenzionálním zobecnìním vztahù

hqji

1

: : : i

n

i = q

i

1

: : : q

i

n

hi

1

: : : i

n

jqi = (�1)

N�n

"

i

1

:::i

n

k

1

:::k

N�n

q

k

1

: : : q

k

N�n

; (615)

platných pro pøípad N párù fermionových operátorù (srov. podkapitolu 1.12).

Analogicky jako v koneènomìrném pøípadì bychom chtìli skalární souèin stavù F [	] a

G[	] z Fockova prostoru formálnì reprezentovat fermionovým funkcionálním integrálem

hF jGi =

Z

F

�

[	]D	(x)G[	]: (616)

Podobnì by bylo pøirozené reprezentovat funkcionální �-funkci integrálním výrazem zobecòu-

jícím odpovídající koneènìdimenzionální formuli ve tvaru

110

�[

e

	

0

;

e

	] =

Z

exp

�

�h	

+

(

e

	

0

�

e

	)i

�

D	

+

(x); (617)

(zde 	

+

je grassmannovská integraèní promìnná nezávislá na 	 v pøedchozí formuli). Postu-

lujme proto tyto dva po¾adavky spolu s de�nicí sdru¾eného funkcionálu (614) a pokusme se,

podobnì jako v bosonovém pøípadì, nalézt dùsledky korespondence mezi takto vymezeným

fermionovým funkcionálním integrálem a fermionovým Fockovým prostorem.

109

Pøipomeòme, ¾e v koneènì dimenzionálním pøípadì máme formuli

�[q

0

; q] =

Y

j

(q

0

j

� q

j

);

která nepøipou¹tí pøímoèaré zobecnìní.

110

Koneènorozmìrným pøedobrazem tohoto vztahu je formule

�[q

0

; q] = (�1)

N(N+1)=2

Z

d

N

p exp

 

�

N

X

j=1

p

j

(q

0

j

� q

j

)

!

:

Znaménkový faktor (�1)

N(N+1)=2

je ve formuli (617) formálnì vta¾en do míry D	

+

.
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Ve Fockovì prostoru jsou stavy jF i lineárním obalem stavù

^

	

�

1

(x

1

) : : :

^

	

�

n

(x

n

)j0i, jejich¾

vlnové funkcionály jsou

F

�

1

x

1

:::�

n

x

n

[	] = 	

�

1

(x

1

) : : :	

�

n

(x

n

): (618)

Podobnì jako v bosonovém pøípadì staèí tedy de�novat fermionový funkcionální integrál typu

Z

F

�

�

1

x

1

:::�

n

x

n

[	]D	(x)G

�

1

y

1

:::�

m

y

m

[	]; (619)

resp., s pou¾itím vztahù (617) a (614), \dvojný" fermionový integrál

Z

D	

+

(x)D	(x) exp

�

h	

+

	i

�

	

+

�

n

(x

n

) : : :	

+

�

1

(x

1

)	

�

1

(y

1

) : : :	

�

m

(y

m

): (620)

Uvá¾íme-li, ¾e platí

F

�

1

x

1

:::�

n

x

n

[	] =

�

n

�J

�

1

(x

1

) : : : �J

�

n

(x

n

)

F [J ]j

J=0

; (621)

kde J je grassmannovský zdroj a

F [J ] = exp (hJ	i) = h	j exp

�

hJ

^

	i

�

j0i; (622)

a podobnì podle (614) (zde K je grassmannovský zdroj)

F

�

�

1

x

1

:::�

n

x

n

[	] =

�

n

�K

�

1

(x

1

) : : : �K

�

n

(x

n

)

G[K]j

K=0

; (623)

kde

G[K] =

1

X

n=0

1

n!

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n

K

�

1

(x

1

) : : : K

�

n

(x

n

)F

�

�

1

x

1

:::�

n

x

n

[	]

=

1

X

n=0

(�1)

n

n!

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n

K

�

1

(x

1

) : : : K

�

n

(x

n

)

�

�	

�

n

(x

n

)

: : :

�

�	

�

1

(x

1

)

�[0;	]

= exp

�

h

�

�	

Ki

�

�[0;	] = �[0;	�K]

= �[K;	] = h0j exp

�

�h

^

	

+

Ki

�

j	i; (624)

vidíme, ¾e integrály (619, 620) lze formálnì získat z vytváøejícího fukcionálu

Z[K;J ] =

Z

G[K]D	(x)F [J ] =

Z

�[K;	]D	(x) exp (hJ	i)

=

Z

D	

+

(x)D	(x) exp

�

h	

+

	i

�

exp

�

�h	

+

Ki+ hJ	i

�

(625)

odkud plynou v¹echny integrály (619) levým funkcionálním derivováním podle antikomutu-

jících zdrojù J a K. Porovnáním s pøímým výpoètem v termínech kreaèních a anihilaèních

operátorù

Z[K;J ] = hG[K]jF [J ]i = h0j exp

�

�h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

j0i

= exp

�

�[h

^

	

+

Ki; hJ

^

	i]

�

= exp (hJKi) (626)
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obdr¾íme formuli, kterou lze chápat jako de�nici fermionového funkcionálního integrálu

Z[K;J ] =

Z

�[K;	]D	(x) exp (hJ	i)

=

Z

D	

+

(x)D	(x) exp

�

h	

+

	i

�

exp

�

�h	

+

Ki+ hJ	i

�

= exp (hJKi) : (627)

To odpovídá nekoneènì dimenzionálnímu zobecnìní formule pro gaussovský fermionový in-

tegrál s jednotkovým operátorem de�nujícím kvadratickou formu v exponenciále integrandu.

V¹imnìme si, ¾e tyto formule nejsou ve sporu s integrální reprezentací fermionové �-funkce

(617).

Díky korespondenci s fermionovým Fockovým prostorem umíme tedy, alespoò v principu,

integrovat funkcionály antikomutujících promìnných 	

+

a 	 ve tvaru F [	

+

;	] exp(h	

+

	i),

kde

F [	

+

;	] =

1

X

n;m=0

Z

d

d

x

1

: : : d

d

x

n

d

d

y

1

: : : d

d

y

m

F

�

1

:::�

n

�

1

:::�

m

(x

1

; : : : ;y

m

)	

+

�

1

(x

1

) : : :	

�

m

(y

m

):

(628)

Odvoïme je¹tì, v analogii s bosonovým pøípadem, vhodné algebraické metody výpoètu

gaussovských fermionových funkcionálních integrálù, zalo¾ené na operaci normálního uspoøá-

dání fermionových operátorù. Pí¹eme-li

Z

D	

+

(x)D	(x) exp

�

h	

+

	i

�

exp

�

�h	

+

Ki+ hJ	i

�

= h0j exp

�

�h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

j0i;

(629)

dostaneme vztah, který je jiným zápisem formulí (626) a (627) a který má tvar

Z

D	

+

(x)D	(x) exp(h	

+

	i)F [	

+

;	] = h0jF [

^

	

+

;

^

	]j0i: (630)

Na pravé stranì této formule je vakuová støední hodnota operátorového funkcionálu F [

^

	

+

;

^

	]

a operátory

^

	

+

a

^

	 jsou dány formulemi (608, 609). Operátor F [

^

	

+

;

^

	] vznikne z odpovídají-

cího funkcionálu grassmannovských promìnných náhradou tìchto promìnných za operátory a

následným antinormálním uspoøádáním ( t.j. v¹echny kreaèní operátory se pøesunou napravo

od anihilaèních, pøièem¾ se pova¾ují za antikomutující). Naopak ka¾dému operátoru lze pøi-

øadit funkcionál 	 a 	

+

, upravíme-li ho nejprve pomocí kanonických antikomutaèních relací

na tvar s anihilaèními operátory nalevo od kreaèních. V tomto smyslu je tedy jednoznaèná

korespondence mezi funkcionály antikomutujících generátorù a operátory na Fockovì prostoru

stavù.

Pravou stranu (630) lze podobnì jako v bosonovém pøípadì snadno spoèítat pro normálnì

uspoøádané operátory (t.j. naopak s kreaèními operátory nalevo od anihilaèních): Platí toti¾

h0j : F [

^

	

+

;

^

	] : j0i = h0jF [0; 0]j0i: (631)

Díky vý¹e uvedené korespondenci lze zcela analogicky jako v bosonovém pøípadì roz¹íøit pojem

normálního uspoøádání i pro funkcionály antikomutujících promìnných 	 a 	

+

tak, aby

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

: F [	

+

;	] := F [0; 0] (632)
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Vytvoøujícím funkcionálem pro normální uspoøádaní operátorových monomù tvaru

^

	

+

�

1

(x

1

)

^

	

+

�

2

(x

2

) : : :

^

	

�

1

(y

1

) : : :

^

	

�

m

(y

m

)

je normálnì uspoøádaná operátorová exponenciála s antikomutujícími zdroji, pro ní¾ máme:

: exp

�

h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

:= exp

�

hJ

^

	i

�

exp

�

h

^

	

+

Ki

�

= exp

�

h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

exp

�

[hJ

^

	i; h

^

	

+

Ki]

�

= exp

�

h

^

	

+

Ki

�

exp

�

hJ

^

	i

�

exp (hJKi) ; (633)

zde jsme vyu¾ili de�nici normálního uspoøádání a kanonické antikomutaèní relace. Proto de-

�nujme pro funkcionály grassmannovských generátorù normální uspoøádání formulí

: exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

: = exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki+ hJKi

�

(634)

= exp

�

�h

�

�	

�

�	

+

i

�

exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

: (635)

Pro libovolný funkcionál odtud máme

: F [	

+

;	] := exp

�

�h

�

�	

�

�	

+

i

�

F [	

+

;	]: (636)

Zcela analogicky jako v bosonovém pøípadì se odvodí ze vztahu pro souèin normálnì uspoøá-

daných exponenciál

: exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

:: exp

�

hJ

0

	i+ h	

+

K

0

i

�

:

= : exp

�

h(J + J

0

)	i+ h	

+

(K +K

0

)i

�

: exp

�

�hJ

0

Ki � hJK

0

i

�

formule

�

	

	

+

�

: exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

:

=:

�

	

	

+

�

exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

: �

�

K

J

�

: exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

:

=:

�

	

	

+

�

exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

: + :

�

�

�

�	

+

�

�	

�

exp

�

hJ	i+ h	

+

Ki

�

:;

resp. pro obecný funkcionál F [	

+

;	]

:

�

	

	

+

�

F [	

+

;	] :=

�

	

	

+

�

: F [	

+

;	] : � :

�

�

�

�	

+

�

�	

�

F [	

+

;	] : : (637)

Odtud plyne (takøka doslovným zopakováním postupu pou¾itého pro dùkaz obdobného tvr-

zení pro bosony) relace pro normální uspoøádání \gaussovské" exponenciály

: exp

�

h	

+

A	i

�

:= expTr ln(1�A) exp

�

h	

+

(1�A)

�1

A	i

�

(638)

a inverzní vztah

exp

�

h	

+

A	i

�

= expTr ln(1 +A) : exp

�

h	

+

(1 +A)

�1

A	i

�

: : (639)
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Nyní snadno dostaneme formuli pro femionový gaussovský integrál (srov. bosonový pøípad)

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

exp

�

h	

+

A	i+ hJ	i+ h	

+

Ki

�

= expTr ln(1 +A)

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

� exp

�

�hJA

�1

Ki

�

: exp

�

h(	

+

+ JA

�1

)(1 +A)

�1

A(	 +A

�1

K)i

�

:

= expTr ln(1 +A) exp

�

�hJ(1 +A)

�1

Ki

�

: (640)

Dal¹ím dùsledkem relace (637 ) a vztahu pro integraci normálnì uspoøádaných funkcionálù

(631) je formule pro \integraci per partes", která má tvar (srov. odpovídající bosonovou

formuli (493))

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

�

�

�

�	

+

�

�	

�

F [	

+

;	] =

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

�

	

	

+

�

F [	

+

;	]:

(641)

Podobnì jako v bosonovém pøípadì lze na základì vztahù (630) a (640) zformulovat sadu

intuitivních pravidel pro manipulaci s fermionovými funkcionálními integrály. Pí¹eme-li v

(640) místo operátoru A operátor A�1, a polo¾íme-li Tr ln A = ln DetA, dostaneme formální

pravidlo pro gaussovskou integraci ve tvaru pou¾ívaném ve fyzikální literatuøe:

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

A	i+ hJ	i+ h	

+

Ki

�

= DetA exp

�

�hJA

�1

Ki

�

:

(642)

Vztah pro integraci per partes lze ve fyzikálním znaèení psát ve tvaru

Z

D	

+

D	

�

�

�

�	

+

�

�	

�

F [	

+

;	] = 0 (643)

V¹imnìme si dále, ¾e dosadíme-li do formule (642) J(x) =

P

N

n=1

J

n

f

+

n

(x), K(x) =

P

N

n=1

K

n

f

n

(x), kde f

n

jsou vlastní funkce operátoru A, t.j. Af

n

= a

n

f

n

, mù¾eme psát

Z

D	

+

D	exp

 

h	

+

A	i+

N

X

n=1

J

n

hf

+

n

	i+

N

X

n=1

h	

+

f

n

iK

n

!

= DetA exp

 

�

N

X

n=1

J

n

1

a

n

K

n

!

:

(644)

Na pravou stranu lze nahlí¾et jako na vytvoøující funkcionál gaussovských fermionových in-

tegrálù z \cylindrických funkcionálù"

111

, závisejících pouze na prvních N grassmannovských

souøadnicích  

n

= hf

+

n

	i,  

+

n

= h	

+

f

n

i rozvoje antikomutujících generátorù 	

+

, 	 do baze

f

n

. Na druhé stranì platí

exp

 

�

N

X

n=1

J

n

1

a

n

K

n

!

= (�1)

N

N

Y

n=1

1

a

n

Z

N

Y

n=1

d 

+

n

d 

n

exp

 

N

X

n=1

 

+

n

a

n

 

n

+

N

X

n=1

J

n

 

n

+

N

X

n=1

 

+

n

K

n

!

;

(645)
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Zde si vypùjèujeme terminologii z pøedchozích podkapitol vìnovaných bosonovým gaussovským mírám.
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kde v posledním øádku jsme vyu¾ili známý vztah pro koneènìrozmìrný Berezinùv gaussovský

integrál pøes nezávislé antikomutující promìnné  

+

n

a  

n

. Gaussovskou fermionovou funkcio-

nální míru lze tedy chápat podobnì jako v pøípadì bosonové míry jako¾to limitu \koneènì-

rozmìrných projekcí"

112

D	

+

D	exp

�

h	

+

A	i

�

= lim

N!1

(�1)

N

N

Y

n=1

d 

+

n

d 

n

exp

 

N

X

n=1

 

+

n

a

n

 

n

!

(646)

Dosadíme-li dále do integrandu formule (642) 	! L	, 	

+

! 	

+

R, máme

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

RAL	i+ hJL	i+ h	

+

RKi

�

= DetRDetLDetA exp

�

�hJA

�1

Ki

�

= DetRDetL

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

A	i+ hJ	i+ h	

+

Ki

�

(647)

Tento výsledek lze formálnì interpretovat jako následující vlastnost fermionové funkcionální

\míry" pøi lineárních transformacích

D(	

+

R)D(L	) = (DetRDetL)

�1

D	

+

D	: (648)

Poznamenejme, ¾e na rozdíl od bosonového pøípadu stojí na pravé stranì této formule na-

místo jakobiánu inverzní jakobián. Podobnì odvodíme transformaèní vlastnosti vzhlededm

translacím. Platí

Z

D	

+

D	exp

�

h(	

+

+�

+

)A(	 + �)i+ hJ(	 + �)i+ h(	

+

+�

+

)Ki

�

=

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

A	i+ h(J +�

+

A)	i+ h	

+

(K +A�)i

�

� exp

�

h�

+

A�i+ hJ�i+ h�

+

Ki

�

= DetA exp

�

�hJA

�1

Ki

�

; (649)

tedy formálnì

D(	

+

+�

+

)D(	 + �) = D	

+

D	: (650)

Uveïme je¹tì jednu mo¾nou reprezentaci gaussovského fermionového integrálu, plynoucí z

pøedchozích formulí a korespondence mezi fermionovým integrálem a vakuovou støední hod-

notou operátorù na Fockovì prostoru, kterou lze také chápat jako jinou formu de�nice (630)

DetS

Z

D	

+

D	exp(h	

+

S

�1

	i)F [	

+

;	] = h0jF [

^

	

+

S

1=2

; S

1=2

^

	]j0i = h0jF [

^

	

+

S

;

^

	

S

]j0i:

(651)

Zde operátory

^

	

+

S

=

^

	

+

S

1=2

a

^

	

S

= S

1=2

^

	 splòují antikomutaèní relace

f

^

	

S

(x);

^

	

+

S

(y)g = S(x;y); (652)

na jejich¾ pravé stranì stojí maticový element operátoru S v x-reprezentaci.

112

Viz poznámku 111.

119



Jistou nevýhodou vý¹e popsaného Schrödingerova obrazu je fakt, ¾e nejednoznaènost ve

výbìru reprezentace kanonických komutaèních relací bylo nutno �xovat je¹tì pøed øe¹ením

funkcionální rovnice pro vlastní stavy hamiltoniánu H. Tato nejednoznaènost se tak promítla

do konkrétního tvaru H v termínech operátorù 	 a �=�	, zatímco funkcionální závislost

fockovského vakua F

vac

[	] = 1 v dùsledku toho nezávisela na reprezentaci kanonických anti-

komutaèních relací.

Existuje v¹ak je¹tì jedna forma Schrödingerovy reprezentace pro fermionová pole, která

je bli¾¹í bosonovému pøípadu [11]. V této reprezentaci se naopak nejednoznaènost pøená¹í do

tvaru vakuového funkcionálu, zatímco reprezentace kanonických komutaèních relací je zvolena

pevnì.

Funkcionálním prostorem tohoto alternativního Schrödingerova obrazu je nekoneènì di-

menzionální Grassmannova algebra s nezávislými antikomutujícími generátory 	

�

(x) a 	

+

�

(x),

vlnové funkcionály mají tedy tvar (628). Na této algebøe lze reprezentovat operátory  

�

(x)

a  

+

�

(x) relacemi

 =

1

p

2

�

	+

�

�	

+

�

 

+

=

1

p

2

�

	

+

+

�

�	

�

: (653)

Hamiltonián volné teorie má tudí¾ tvar

H =

Z

d

d

x 

+

(x)h (x) = h 

+

h i

=

1

2

�

h	

+

h	i+ h

�

�	

h	i+ h	

+

h

�

�	

+

i+ h

�

�	

h

�

�	

+

i

�

: (654)

Najdìme nyní øe¹ení bezèasové Schrödingerovy rovnice pro vlastní stavy H. V analogii s

bosonovým pøípadem hledejme funkcionál základního stavu ve tvaru

F

vac

[	

+

;	] = N




exp

�

�h	

+


	i

�

; (655)

kde N




je normalizaèní faktor a 
 vhodný jednoèásticový operátor. S vyu¾itím následujících

vztahù

h

�

�	

h	i exp

�

�h	

+


	i

�

=

�

Trh+ h	

+


h	i

�

exp

�

�h	

+


	i

�

(656)

h	

+

h

�

�	

+

i exp

�

�h	

+


	i

�

= �h	

+

h
	i exp

�

�h	

+


	i

�

(657)

h

�

�	

h

�

�	

+

i exp

�

�h	

+


	i

�

= �h

�

�	

h
	i exp

�

�h	

+


	i

�

=

�

�Trh
� h	

+


h
	i

�

exp

�

�h	

+


	i

�

(658)

dostaneme

HF

vac

[	

+

;	] =

1

2

�

Trh(1� 
) + h	

+

(1 + 
)h(1� 
)	i

�

F

vac

[	

+

;	]: (659)

Nutnou a postaèující podmínkou splnìní rovnice HF

vac

[	] = EF

vac

[	] je tedy

(1 + 
)h(1 � 
) = 0; (660)
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energie fockovského vakua je pak E

vac

=

1

2

Trh(1 � 
) Pøedpokládáme-li navíc [h;
] = 0,

máme postaèující podmínku 


2

= 1 a vlastní hodnoty operátoru 
 jsou �1, tzn.


 = �

S�M

��

M

; (661)

kde �

M

a �

S�M

= 1��

M

jsou jako prve projektory na podprostory odpovídající podmno¾i-

nám M a S�M spektra S operátoru h. Potom E

vac

= Trh�

M

a F

vac

[	] odpovídá Diracovu

moøi podobnì jako pøedchozím pøípadì. Funkcionál (655) je anihilován anihilaèními operátory

b(p; �) = hu

+

p�

�

S�M

 i =

1

p

2

hu

+

p�

�

S�M

(	 +

�

�	

+

)i (662)

d(p; �) = h 

+

�

M

u

�p��

i =

1

p

2

h(	

+

+

�

�	

)�

M

u

�p��

i; (663)

kde u

p�

jsou vlastní funkce (593) jednoèásticového hamiltoniánu h. Platí toti¾ napø.

b(p; �)F

vac

[	

+

;	] =

1

p

2

hu

+

p�

�

S�M

(	 +

�

�	

+

)iN




exp

�

�h	

+


	i

�

=

1

p

2

hu

+

p�

�

S�M

(1� 
)	iN




exp

�

�h	

+


	i

�

= 0;

nebo» �

S�M

(1 � 
) = 2�

S�M

�

M

= 0. Dal¹í vlastní stavy obdr¾íme aplikací monomù z

kreaèních operátorù

b

+

(p; �) = h 

+

�

S�M

u

p�

i =

1

p

2

h(	

+

+

�

�	

)�

S�M

u

p�

i (664)

d

+

(p; �) = hu

+

�p��

�

M

 i =

1

p

2

hu

+

�p��

�

M

(	 +

�

�	

+

)i (665)

na fockovské vakuum (655). Stavy s n èásticemi a m dírami (antièásticemi) má pak vlnový

funkcionál

F

p

1

;�

1

:::q

m

;�

m

[	

+

;	] = h	

+

;	jb

+

(p

1

;�

1

) : : : b

+

(p

n

;�

n

)d

+

(q

1

;�

1

) : : : d

+

(q

m

;�

m

)j0i

=

p

2h	

+

�

S�M

u

p

1

;�

1

i : : :

p

2hu

+

�q

m

;��

m

�

M

	iF

vac

[	

+

;	]:

(666)

Kreaèní a anihilaèní operátory splòují relace (604) a operátory  a  

+

lze opìt vyjádøit

pomocí (606). Podobnì hamiltonián H je v termínech kreaèních a anihilaèních operátorù dán

vztahem (607), co¾ umo¾òuje stejnou interpretaci F

vac

jako tu je¾ byla diskutována vý¹e.

Obdobnì jako v pøedchozím pøípadì lze de�novat skalární souèin, vzhledem k nìmu¾ jsou

kreaèní a anihilaèní operátory navzájem hermitovsky sdru¾ené. Ke ka¾dému funkcionálu tvaru

(628) pøiøadíme sdru¾ený funkcionál

F

�

[	

+

;	] =

1

X

n;m=0

(�1)

n+m

Z

d

d

x

1

: : : d

d

y

m

F

�

�

1

:::�

n

�

1

:::�

m

(x

1

; : : : ;y

m

)

�

�

�	

�m

(y

m

)

: : :

�

�	

+

�

1

(x

1

)

�[0;	

+

]�[0;	]: (667)

Napø. sdru¾ený stav k základnímu stavu je

F

�

vac

[	

+

;	] = N

�




exp

�

�h	

+

(


+

)

�1

	i

�

: (668)
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Pomocí relací

(	(x)F [	

+

;	])

�

= F

�

[	

+

;	]

 �

�

�	(x)

(	

+

(x)F [	

+

;	])

�

= F

�

[	

+

;	]

 �

�

�	

+

(x)

také snadno najdeme sdru¾ené funkcionály ke stavùm

113

(666):

F

�

p

1

;�

1

:::q

m

;�

m

[	

+

;	] = F

�

vac

[	

+

;	]

p

2h

 �

�

�	

�

M

u

�q

m

;��

m

i : : :

p

2hu

+

p

1

;�

1

�

S�M

 �

�

�	

+

i

= F

�

vac

[	

+

;	]

p

2h	

+

�

M

u

�q

m

;��

m

i : : :

p

2hu

+

p

1

;�

1

�

S�M

	i

(669)

Skalární souèin stavù jF i a jGi s vlnovými funkcionály F [	

+

;	] a G[	

+

;	] je pak dán

formulí

hF j Gi =

Z

D	

+

D	F

�

[	

+

;	]G[	

+

;	]; (670)

tedy integrálem s \gaussovskou fermionovou funkcionální mírou"D	

+

D	jN




j

2

exp(�2h	

+


	i).

Odtud dostáváme pro normalizaèní faktor formální vztah N




= Det

�1=2

(�2
).

Není obtí¾né se pøesvìdèit, ¾e zámìna promìnných

	(x) !

1

p

2

Z

e

dp

X

�

�

u

p�

(x)

�

hu

+

p�

	i�

M

(E(p)) + h	

+

u

p�

i�

S�M

(E(p))

��

(671)

	

+

(x) !

1

p

2

Z

e

dp

X

�

�

u

+

p�

(x)

�

h	

+

u

p�

i�

M

(E(p)) + hu

+

p�

	i�

S�M

(E(p))

��

;

(672)

spolu s identi�kací vlnových funkcionálù, vyjádøených pomocí nových promìnných

F [	

+

;	]! exp(�h	

+

	i)F [	

+

;	] (673)

pøevádí novou Schrödingerovu reprezentaci na pùvodní, zavedenou v poèátku této podkapi-

toly.

2.7 Vytvoøující funkcionál Greenových funkcí pro fermiony a fermionový

dráhový integrál

V této podkapitole sestrojíme dvìma zpùsoby reprezentaci dráhovým integrálem pro vytvo-

øující funkcionál euklidovských Greenových funkcí pro systém neinteragujících fermionù, se

kterým jsme pracovali v pøedchozí podkapitole. Obì mo¾nosti budou analogií bosonového pøí-

padu. Jednak vyu¾ijeme Lieovu formuli spolu s relacemi úplnosti, vyjádøenými fermionovým

113

Pøi odvození této formule jsme pou¾ili vztah

�!

�

�q

F (q) = (�1)

n+1

F (q)

 �

�

�q

;

kde ¹ipky rozli¹ují mezi levou a pravou derivací a n je grassmannovská parita funkce F (q)
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funkcionálním integrálem, jednak sestrojíme møí¾ovou formulaci fermionové teorie a zmíníme

se krátce o tì¾kostech spojených s \dublováním" poètu stupòù volnosti výsledné teorie. Jak

uvidíme, obì reprezentace budou odpovídat jisté gaussovské fermionové míøe na prostoru

\trajektorií ve fermionovém kon�guraèním prostoru".

Zaènìme nejprve se \spojitou" konstrukcí. Stejnì jako v bosonovém pøípadì vyjdeme z

formule

Z[J;K] = lim

T!1

TrU [J;K](�T=2; T=2)

TrU [0; 0](�T=2; T=2)

; (674)

kde U [J;K](�T=2; T=2) je euklidovký evoluèní operátor pro systém s èasovì závislým hamil-

toniánem

H = h 

+

h i+ hJ(t) i + h 

+

K(t)i; (675)

a J(t), K(t) jsou vnìjsí (antikomutující) zdroje.

V pøedchozí podkapitole jsme ukázali, ¾e skalární souèin ve na Fockovì prostoru lze zapsat

pomocí \dvojného" funkcionálního integrálu

hF jGi =

Z

D	

+

(x)D	(x) exp

�

h	

+

	i

�

F

+

[	

+

]G[	]: (676)

Zde F

+

[	

+

] vznikl z vlnového funkcionálu F [	] komplexním sdru¾ením koe�cientních funkcí

a zámìnou monomù podle pravidla

	

�

1

(x

1

) : : :	

�

n

(x

n

)! 	

+

�

n

(x

n

) : : :	

+

�

1

(x

1

):

Není tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e zatímco vlnový funkcionál odpovídá skalárnímu souèinu F [	] =

h	jF [

^

	]j0i, kde h	j je zobecnìný vlastní stav operátorù

^

	(x), je funkcionál F

+

[	

+

] roven

(a¾ na normalizaèní konstantu)

F

+

[	

+

] = h0jF [

^

	]

+

j	

+

i; (677)

kde j	

+

i je zobecnìný vlastní stav operátorù

^

	

+

(x). Tedy , uvìdomíme-li si, ¾e

h	

+

j	i = N exp

�

h	

+

	i

�

lze (676) chápat jako dùsledek relace úplnosti ve \smí¹ené reprezentaci"

1 =

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

j	

+

ih	j; (678)

kde normalizaèní faktor N je vta¾en do míry D	

+

D	. V dùsledku této relace lze psát pro

stopu libovolného operátoru O[

^

	

+

;

^

	] vztah

TrO[

^

	

+

;

^

	] =

Z

D	

+

D	exp

�

h	

+

	i

�

h	jO[

^

	

+

;

^

	]j �	

+

i: (679)

Maticový element na pravé stranì této formule lze snadno spoèítat pro operátory v normální

formì, tj. s kreaèními operátory nalevo od anihilaèních. Potom staèí nahradit operátory od-

povídajícími grassmannovskými generátory. Napøíklad normální forma hamiltoniánu (675) je

(pro J = 0; K = 0)

H(

^

	;

^

	

+

) = Tr�

M

h� Tr�

M

h

^

	

^

	

+

+Tr�

S�M

h

^

	

^

	

+

(680)
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- zde stopa je pøes diracovské indexy a \spojitý" index x (nikoliv tedy pøes fockovské stupnì

volnosti). Nadále budeme konstantu Tr�

M

h vynechávat, nebo» se její pøíspìvek formálnì

vykrátí v podílu (674).

U¾itím analogu Lieovy formule a vlo¾ením N � 1 relací úplnosti dostaneme v analogii s

bosonovým pøípadem s pøesností do øádu O("

2

), (kde " = T=N)

TrU [J;K](�T=2; T=2) =

Z

Y

�N=2<n�N=2

D	

+

n

D	

n

exp

�

�S

N

E

�

; (681)

zde diskrétní aproximace euklidovské akce má tvar

� S

N

E

=

X

�N=2<n�N=2

h(	

+

n

�	

+

n�1

)	

n

i � "h	

+

n�1

e

h	

n

i � "hJ

n

 

n

i � "h 

+

n

K

n

i: (682)

V této formuli jsme polo¾ili 	

+

n+N

= �	

+

n

, 	

n+N

= �	

n

,

e

h = �

M

h��

S�M

h a

 = �

M

	+

Z

e

dph	

+

u

p�

iu

p�

�

S�M

(E(p)) (683)

 

+

= 	

+

�

M

+

Z

e

dphu

+

p�

	iu

+

p�

�

S�M

(E(p)); (684)

poslední vztahy odpovídájí \smí¹ené" reprezentaci polních operátorù  (x) a  

+

(x). Integrální

reprezentace (681) pøedstavuje N -násobný gaussovský fermionový funkcionální integrál, který

mù¾e být spoèten pomocí formule (642). K tomu potøebujeme invertovat matici kvadratické

formy. Úplnì stejným postupem jako v pøípadì skalárního pole dostaneme pomocí diskrétní

Fourierovy transformace

114

	

n

=

1

p

N

X

�N=2<k�N=2

	(k)e

�i

N

(2k�1)n

(685)

	

+

n

=

1

p

N

X

�N=2<k�N=2

	

+

(k)e

�

�i

N

(2k�1)n

(686)

akci v diagonálním tvaru

�S

N

E

=

X

�N=2<n�N=2

h(	

+

n

�	

+

n�1

)	

n

i � "h	

+

n�1

e

h	

n

i � "hJ

n

 

n

i � "h 

+

n

K

n

i

=

X

�N=2<n�N=2

h	

+

n

M

nm

	

m

i � "hJ

n

 

n

i � "h 

+

n

K

n

i

=

X

�N=2<k�N=2

h	

+

(k)(1 � e

�i

N

(2k�1)

(1 + "

e

h)	(k)i � "hJ(k) (k)i � "h 

+

(k)K(k)i;

(687)

kde

K

n

=

1

p

N

X

�N=2<k�N=2

K(k)e

�i

N

(2k�1)n

(688)

J

n

=

1

p

N

X

�N=2<k�N=2

J(k)e

�

�i

N

(2k�1)n

: (689)

114

Na rozdíl od bosonového pøípadu odpovídají diskrétní frekvence antiperiodickým okrajovým podmínkám.

124



Odtud snadno dostaneme inverzní maticiM

�1

mn

potøebnou pro výpoèet gaussovského integrálu

v limitì N !1.

e

�

T

(t; t

0

) = lim

N!1

M

�1

nm

= lim

N!1

1

N

X

�N=2<k�N=2

e

�i

N

(n�m)(2k�1)

1� e

�i(2k�1)

N

(1 + "

e

h)

= lim

"!0

"

T

X

E=

�

T

(2k�1)

e

iE(t�t

0

)

1� e

iE"

(1 + "

e

h)

= �

1

T

X

E=

�

T

(2k�1)

e

iE(t�t

0

)

iE +

e

h

; (690)

zde jsme polo¾ili t�t

0

= (n�m)" a E

k

= �(2k�1)=T . Uvìdomíme-li si normalizaci Z[0; 0] = 1,

máme koneènì

Z[J;K] = lim

T!1

exp

�

�

Z

dtdt

0

hj(t)

e

�

T

(t; t

0

)k(t

0

)i

�

; (691)

kde

j = J�

M

+

Z

e

dphu

+

p�

Kiu

+

p�

�

S�M

(E(p)) (692)

k = �

M

K +

Z

e

dphJu

p�

iu

p�

�

S�M

(E(p)) (693)

resp. po dosazení

Z[J;K] = lim

T!1

exp

�

�

Z

dtdt

0

hJ(t)�

T

(t; t

0

)K(t

0

)i

�

: (694)

V¹imnìme si, ¾e výsledek je nezávislý na reprezentaci kanonických komutaèních relací (t.j. na

výbìru projektorù �

M

a �

S�M

). Zde

�

T

(t; t

0

) = �

1

T

X

E=

�

T

(2k�1)

e

iE(t�t

0

)

iE + h

(695)

je dvoubodová tepelná Greenova funkce pøi inverzní teplotì � = T

h (t;x) 

+

(t

0

;x

0

)i = �hxj�

T

(t; t

0

)jx

0

i: (696)

V¹imnìnme si dále, ¾e �

T

(t; t

0

) splòuje podmínku antiperiodicity

�

T

(t+ T; t

0

) = �

T

(t; t

0

+ T ) = ��

T

(t; t

0

): (697)

To odpovídá faktu, ¾e �

T

(t; t

0

) je inverze k operátoru @

t

+ h na prostoru antiperiodických

funkcí. V limitì T ! 1 pøejde �

T

(t; t

0

) v dvoubodovou euklidovskou Greenovu funkci (eu-

klidovský propagátor)

�

E

(t; t

0

) = �

Z

dE

2�

e

iE(t�t

0

)

iE + h

; (698)

formálnì

�

E

= �

1

@

t

+ h

(699)
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na prostoru temperovaných distribucí. Tedy formule, kterou lze získat formálním limitním

pøechodem N !1 z výrazu (681)

Z[J;K] =

R

	 (T=2) = �	(�T=2)

	

+

(T=2) = �	

+

(�T=2)

D	

+

(x)D	(x) exp

�

�S

E

�

R

T=2

�T=2

dt(hJ(t)	(t)i+ h	

+

(t)K(t)i)

�

R

	(T=2) = �	(�T=2)

	

+

(T=2) = �	

+

(�T=2)

D	

+

(x)D	(x) exp (�S

E

)

(700)

kde

S

E

=

Z

T=2

�T=2

dth	

+

(t)(@

t

+ h)	(t)i; (701)

je euklidovská akce, lze interpretovat jako¾to gaussovský fermionový funkcionální integrál

odpovídající integrování pøes prostor antiperiodických\trajektorií" v kon�guraèním prostoru

- tedy gaussovský integrál na nekoneènìdimenzionální Grassmannovì algebøe s generátory

	

+

(x), 	(x), kde x = (t;x).

Ilustrujme pøedchozí obecnou konstrukci na pøíkladu Diracových fermionù ve ètyødimen-

zionálním prostoroèase. Jednoèásticový hamiltonián má tvar

h = �i� � r+�m; (702)

kde �

i

a � jsou Diracovy matice s vlastnostmi

f�

i

; �

j

g = 2�

ij

(703)

f�; �

i

g = 0; �

2

= 1 (704)

�

+

i

= �

i

; �

+

= �: (705)

Pro dvoubodovou euklidovskou Greenovu funkci máme

�

E

= �

1

@

t

� i� � r+�m

= �

1

�@

t

� i�� � r+m

�

= �

i

i
 � @ �m




4

; (706)

kde




i

= ��

i

; 


4

= i�;

jsou euklidovské antihermitovské Diracovy 
-matice splòující následující antikomutaèní relace

f


�

; 


�

g = �2�

��

; (707)




+

�

= �


�

; (708)

a @ = (r; @

t

). Pro dvoubodovou korelaèní funkci v x-reprezenaci tak máme

h (x) (y)i = �

i

i
 � @ �m

�

(4)

(x� y) = �

Z

d

4

p

(2�)

4

i

p � 
 �m

e

�ip�(x�y)

; (709)

kde  =  

+




4

je diracovsky sdru¾ený spinor. Euklidovská akce má pak tvar

S

E

= i

Z

d

4

x	(x)(i
 � @ �m)	(x): (710)

126



Pøechod k Minkowského prostoroèasu odpovídá analytickému prodlou¾ení x

4

! ix

0

, a polo-

¾ením 


4

= i


0

.

Druhou mo¾ností jak konstruovat spojitou teorii fermionù je podobnì jako v bosonovém

pøípadì formulace teorie na møí¾i. Pøitom se v¹ak nará¾í na technické obtí¾e spojené s \naivní"

møí¾ovou formulací této teorie. Ilustrujme to na pøíkladu Diracových fermionù s akcí (710).

Møí¾ová teorie se nyní konstruuje jako diskrétní fermionový systém na hyperkubické møí¾i s

møí¾kovou konstantou a, pøièem¾ v ka¾dém møí¾ovém bodì \sedí" ètyøkomponentní fermio-

nové promìnné 	

x

, 	

x

. Zapi¹me nyní pøíslu¹nou fermionovou akci. Existuje nìkolik mo¾ností

jak nahradit derivaci funkce f(x) koneènými diferencemi hodnot v møí¾ových bodech. Zvolme

napø. pøedpis

@

�

f(x)!

1

2a

(f(x+ ae

�

)� f(x� ae

�

)); (711)

kde e

�

jednotkový vektor ve smìru �-té osy. Pro møí¾ovì regularizovanou euklidovskou akci

(710) tak dostaneme

S

E

= ia

4

X

x;�

�

i

2a

	

x




�

(	

x+ae

�

�	

x�ae

�

)�m	

x

	

x

�

: (712)

Pomocí Fourierovy transformace podobnì jako v bosonové pøípadì dostaneme akci ve tvaru

s diagonální maticí kvadratické formy

a

4

�

�1

E

(k) = i(a

3

X

�




�

sink

�

a� a

4

m); (713)

její¾ inverze de�nuje møí¾ový propagátor �

E

,

�

E

(x; y) = �

Z

�=a

��=a

d

4

k

(2�)

4

i

a

�1

P

�




�

sink

�

a�m

e

�ik�(x�y)

(714)

Zde komplnenty impulsu k probíhají první Brillouinovu zónu (nekoneèné) hyperkubické møí¾e,

�=a � k

�

� �=a. V limitì a ! 0 máme naivnì �

�1

E

(k) ! k � 
 �m, a tedy rekonstruujeme

zdánlivì ve spojité limitì propagátor (709).

Situace je v¹ak slo¾itìj¹í. Rozdìlíme-li integraèní oblast ve vtahu (714) na èásti jk

�

j �

�=(2a) a �=(2a) � jk

�

j � �=a a provedeme-li ve druhé z nich substituci

115

k

�

! k

�

� �=a,

rozpadne se Brillouinova zóna na 2

4

oblastí h��=(2a); �=(2a)i

4

, v ka¾dé z nich¾ se v limitì

a ! 0 chová inverzní møí¾ový propagátor jako �

�1

E

(k) ! k � 


(�)

�m; zde 


(�)

= (�1)

�




a � udává poèet slo¾ek impulsu k, které pøed substitucí probíhaly oblast hodnot �=(2a) �

jk

�

j � �=a. Máme tedy 16 oblastí v impulsovém prostoru, ve kterých ve spojité limitì vzniká

volný fermionový propagátor (709)! Ve spojité limitì tak dospíváme k ne¾ádoucímu dublování

fermionových stupòù volnosti. Poznamenejme, ¾e nové 
-matice 


(�)

pøedstavují ekvivalentní

reprezentaci antikomutaèních relací (707), tedy existuje unitární matice, pøevádìjící je na

matice pùvodní - rede�nicí fermionových polí tedy dosáhneme kanonického tvaru propagátoru

(709)

116

.

Problém dublování souvisí se zpùsobem møí¾ové regularizace akce (710). Místo (711)

bychom stejnì dobøe mohli vzít napø. pøedpis

@

�

f(x)!

1

2a

(f(x+ ae

�

)� f(x� ae

�

)) + �

1

2a

(f(x+ ae

�

) + f(x� ae

�

)� 2f(x)); (715)

115

Zde první znaménko platí pro k

�

> �=(2a), druhé pro k

�

< ��=(2a).

116

Pøi této transformaci se mìní znaménko matice 


5

= 


1




2




3




4

. Teorie pak obsahuje stejný poèet stavù

ka¾dé chirality, i kdybychom pùvodnì vycházeli z akce pro pole s danou chiralitou.

127



kde � je libovolný parametr. Dodateèný èlen je øádu O(a) pøi a! 0, vymizí tedy ve spojité

limitì

117

. Proto Wilson navrhl modi�kovat naivní akci (712) pøidáním èlenu øádu O(a)

�

W

S

E

=

i�a

3

2

	

x

(	

x+ae

�

+	

x�ae

�

� 2	

x

) (717)

Dodateèný èlen (717) dává pro inverzní propagátor v impulsové reprezentaci

a

4

�

�1

E

(k) = i(a

3

X

�

(


�

sink

�

a+ �(cos k

�

a� 1)) � a

4

m): (718)

a tím øe¹í problém dublování. Skuteènì, v limitì a! 0 se nemìní chování inverzního propa-

gátoru pro jk

�

j � �=(2a), zatímco pro k � �=a se modi�kuje na tvar

118

�

�1

E

(k)! (�1)

�

k � 


(�)

�m� 2��a

�1

(719)

Pøebyteèné fermionové stupnì volnosti tak získávají hmotu øádu O(a

�1

), v dùsledku toho se

dekuplují ve spojité limitì.

Existují je¹tì dal¹í metody eliminace problému dublování - napø. pøechodem k nelokální

møí¾ové akci, resp. rozmístìním jednotlivých spinorových komponent do rùzných møí¾ových

bodù, tyto pøístupy zde nebudeme dále diskutovat. Poznamenejme v¹ak, ¾e dublování a s

ním pøíbuzné potí¾e s møí¾ovou fermionovou akcí jsou jedním z projevù tzv. axiální anomálie,

o které bude øeè v následujících podkapitolách. Na tomto místì pouze uveïme, ¾e naivní

møí¾ová akce (712) je, jak se lze snadno pøesvìdèit, v tzv. chirální limitì m ! 0 invariantní

vzhledem k axiální transformaci

	

n

! exp(i


5

�)	

n

; 	

n

! 	

n

exp(i


5

�); (720)

kde 


5

= 


1




2




3




4

a � je konstantní parametr. Tato transformace je také symetrií spojité

akce (710), není to v¹ak symetrie Wilsonovy akce. Pokud se tedy chceme zbavit dodateèných

fermionových stupòù volnosti (resp., jak uvidíme v dal¹ím, zachovat nìkteré dal¹í \rozumné"

vlastnosti teorie, formálnì vyplývající z akce (710)), lze oèekávat naru¹ení axiální symetrie

na kvantové úrovni.

2.8 Funkcionální integrál v poruchové kvantové teorii pole

V pøedchozích podkapitolách jsme naznaèili zpùsob, jak konstruovat reprezentaci vytvoøu-

jícího funkcionálu Greenových funkcí volných polí pomocí dráhového (funkcionálního) inte-

grálu. V pøípadì interagujících polí je situace komplikovanìj¹í. Ve \spojité" formulaci, zalo¾ené

na pevnì zvoleném Fockovì prostoru asymptotických stavù, jsme odvodili reprezentaci funk-

cionálním integrálem typu (563). Tyto formule byly formální v tom smyslu, ¾e jsme mlèky

pøedpokládali splnìní podmínek pro jejich platnost (t.j. vlastnosti interakèního hamiltoniánu

H

I

, umo¾òující pou¾ít napø. Lieovu formuli). Reálné interakce v¹ak obvykle tyto podmínky

117

Volíme-li napø. � = 1, dostaneme

@

�

f(x)!

1

a

(f(x+ ae

�

)� f(x)); (716)

co¾ je jiná mo¾ná \naivní" regularizace.

118

Zde opìt provádíme substituci k

�

! k

�

� �=a.
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nesplòují a lokální interakèní hamiltoniány nejsou zpravidla dobøe de�nované na uva¾ova-

ném Fockovì prostoru. Východiskem z této situace je pokusit se pøesto dát formulím (563)

rigorózní význam, t.j. zformulovat pravidla, jak manipulovat s pøíslu¹ným funkcionálním inte-

grálem konsistentním zpùsobem, a pova¾ovat tato pravidla za souèást de�nice teorie. Pøitom

by bylo vhodné zachovat co nejvìt¹í univerzálnost a pou¾itelnost v teoriích rùzného typu (t.j.

s rùzným lagrangiánem a rùzným èásticovým obsahem).

Jedním ze zpùsobù jak tento program uskuteènit je (renormalizovaná) poruchová teorie.

Ta ve své tradièní podobì odpovídá analýze interagující teorie pole v re¾imu slabé vazby.

V¹echny fyzikální velièiny jsou v rámci poruchové teorie vyjádøeny ve tvaru formální moc-

ninné øady v malém parametru, který se interpretuje jako vazbová konstanta (pøíp. Planckova

konstanta). Nultý èlen tohoto formálního rozvoje pak odpovídá volné teorii (pøíp. klasické te-

orii), dal¹í èleny popisují korekce vy¹¹ích øádù. Vlastnosti, které po¾adujeme od teorie pole,

pak musí být splnìny v takto formulované teorii øád po øádu v parametru rozvoje. Je zøejmé,

¾e tak nemù¾eme dostat \neporuchové" efekty, pro nì¾ nelze závislost na vazbové konstantì

rozvinout do (by» jen asymptotické) øady, nebo které odpovídají re¾imu silné vazby.

V této kapitole naznaèíme de�nici poruchového funkcionálního integrálu. Východiskem

pro nás bude výraz pro vytvoøující funkcionál euklidovských Greenových funkcí v d dimenzi-

onálním prostoroèase

Z[J ] =

R

D� exp

�

�S

0

E

[�]� gS

I

E

[�; g] �

R

d

d

xJ�

�

R

D� exp

�

�S

0

E

[�]� gS

I

E

[�; g]

�

: (721)

Zde � pøedstavuje souhrn polních promìnných (bosonových i fermionových), g je vazbová

konstanta, S

0

E

[�] je volná (t.j. kvadratická v polích) a gS

I

E

[�; g] je interakèní euklidovská

akce, která je dána formální mocninnou øadou v g a J je souhrn zdrojových èlenù pro pole �;

dále pi¹me kompletní eklidovskou akci jako sumu jednotlivých lokálních èlenù

S

E

[�; g] = S

0

E

[�] + gS

I

E

[�; g] =

X

i

S

i

E

[�; g]: (722)

V limitì g ! 0 chceme obdr¾et volnou teorii, a pro ni ji¾ máme reprezentaci funkcionálním

integrálem s gaussovskou funkcionální mírou (bosonovou nebo fermionovou), danou formálním

vztahem

d�[�] = D� exp

�

�S

0

E

[�]

�

(723)

Je zcela v na¹í moci volit zpùsob, jak roz¹tìpit klasickou akci na volnou a interakèní èást, po-

kud volíme interakèní èást tak, aby vymizela v limitì g ! 0. Stejnou volnost máme ve vybìru

polních promìnných, pøes které budeme integrovat, a vazbové konstanty, v ní¾ budeme roz-

víjet. Tato volnost umo¾òuje napø. pøe¹kálovat pole, jednotlivé èleny lagrangiánu a vazbovou

konstantu renormalizaèními koe�cienty ve tvaru formální mocninné øady v g, Z

�

= 1+O(g),

Z

i

= 1 +O(g) a Z

g

= 1 +O(g), a jako novou interakèní akci brát rozdíl

gS

I

E

[�; g]

new

=

X

i

Z

i

S

i

E

[Z

�

�;Z

g

g] �

X

i

S

i

E

[�; 0] (724)

Jak jsme ukázali v pøedchozích podkapitolách, míra (723) je spojena s konkrétním Focko-

vým prostorem stavù v (euklidovském) èase t = 0, co¾ umo¾òuje èásticovou interpretaci

119

,

119

Neplést s euklidovským Fockovým prostorem trajektorií v kon�guraèním prostoru, který souvisí s kovari-

anèním operátorem gaussovské míry d�[�] a který umo¾òuje algebraickou de�nici funkcionálního integrálu.
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v tomto Fockovì prostoru splòují polní operátory kanonické (anti)komutaèní relace. Proto je

pøirozené �xovat vý¹e popsané renormalizaèní koe�cienty napø. tak, aby tento Fockùv pro-

stor odpovídal spektru èástic interagující teorie - tzn. aby se anulovaly korekce vy¹¹ích øádù

k hmotám èástic, kreovaných ze základního stavu operátory �, a aby tyto operátory mìly

správné normování kanonických (anti)komutaèních relací. Podobnì je napø. vhodné (pokud

je to mo¾né) zvolit takovou de�nici vazbové konstanty, aby odpovídala klasicky mìøitelnému

\náboji" popisujícímu sílu interakce ve vhodné kinematické limitì.

Poruchový rozvoj funkcionálního integrálu interagující teorie se pak de�nuje formálním

mocninným rozvojem integrandu v parametru g:

Z

D��(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

) exp

�

�S

0

E

� gS

I

E

�

=

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

) exp

�

�gS

I

E

�

:=

X

j

(�1)

j

j!

g

j

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)

�

S

I

E

�

j

: (725)

Zde jsme z ilustraèních dùvodù pøedpokládali nezávislost interakèní akce S

I

E

na vazbové kon-

stantì g. Interakce je obvykle popsána lokálním interakèním lagrangiánem

S

I

E

=

Z

d

d

xL

I

(�(x); @�(x); : : :); (726)

tak¾e je tøeba de�novat následující integrály zámìnou funkcionální a prostoroèasové integrace

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)

Z

d

d

x

n+1

L

I

[�(x

n+1

)] : : :

Z

d

d

x

n+V

L

I

[�(x

n+V

)]

:=

Z

d

d

x

n+1

: : :

Z

d

d

x

n+V

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)L

I

[�(x

n+1

)] : : :L

I

[�(x

n+V

)]:

(727)

Zbývající integrály s gaussovskou mírou ji¾ umíme spoèítat

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

2n

) =

X

(l

+

l

�

)

Y

l

G

E

(x

l

+

; x

l

�

); (728)

kde suma probíhá pøes v¹echna mo¾ná spárování (l

+

l

�

) indexù 1; 2; : : : 2n a G

E

(x; y) =

hxjG

E

jyi jsou euklidovské propagátory. Funkcionální integrál (727) se tak rozpadne na sumu

pøíspìvkù A

G

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) odpovídajících Feynmanovým grafùm

Z

d�[�]�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)

Z

d

d

x

n+1

L

I

[�(x

n+1

)] : : :

Z

d

d

x

n+V

L

I

[�(x

n+V

)]

=

X

G

A

G

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) (729)

s interakèními vertexy L

I

(�(x

i

); @�(x

i

); : : :) \pospojovanými" vnitøními liniemi grafu v¹emi

mo¾nými zpùsoby (to odpovídá v¹em mo¾ným zpùsobùm spárování) jednak mezi sebou, jed-

nak s vnìj¹ími liniemi grafu �(x

1

) : : : �(x

n

). Pøitom ka¾dé vnitøní linii zaèínající ve vertexu

(nebo vnìj¹í linii) s prostoroèasovými souøadnicemi x

i

a konèící ve vertexu (nebo vnìj¹í li-

nii) s prostoroèasovými souøadnicemi x

j

odpovídá propagátor G

E

(x

i

; x

j

) a integruje se pøes

v¹echny souøadnice interakèních vertexù.
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Problémy nastávají pro x

i

! x

j

, nebo» zobecnìné funkce G

E

(x

i

; x

j

) mají obvykle v této

limitì neintegrovatelnou singularitu, tak¾e formální výrazy (727) divergují (tzv. ultra�alové

neboli UV divergence). V teoriích s èásticemi s nulovou hmotou se objevují také tzv. infraèer-

vené, IR divergence odpovídající limitì x

i

� x

j

!1. Aby tedy byly koe�cienty poruchového

rozvoje koneèné, je tøeba vhodnì regularizovat - t.j. modi�kovat celou proceduru tak, aby

eliminovala UV divergence. To lze mnoha zpùsoby, které se tak stávají souèástí de�nice te-

orie. V¹echny tyto zpùsoby vná¹ejí do teorie dal¹í dodateèný parametr rozmìru hmoty, tzv.

parametr obøezání, oznaème ho obecnì �. UV divergence se pak projeví v limitì sejmutého

obøezání �!1.

Vý¹e uvedená volnost v de�nici interakèní akce (t.j. v parametrizaci teorie pomocí vazbo-

vých konstant) umo¾òuje u jisté tøídy tzv. renormalizovatelných teorií eliminovat závislost na

parametru obøezání v limitì �!1 za�xováním hodnot koneèného poètu vhodných fyzikál-

ních velièin, které absorbují poteciálnì divergentní èleny. Tato tzv. renormalizaèní procedura

odpovídá výbìru parametrizace pomocí tìchto za�xovaných velièin, které se podr¾í nezávislé

na obøezání a koneèné.

Renormalizaèní proceduru lze zformulovat konsistentnì a matematicky rigoróznì (viz.

napø. [12]), zde ji nebudeme detailnì rozebírat, spí¹e se v následujících podkapitolách omezíme

na její aplikace v konkrétní pøípadech.

Poruchový funkcionální integrál lze tedy chápat jako symbolický a intuitivní zápis poru-

chové øady, která se z nìho \odvodí" vý¹e naznaèenými formálními manipulacemi

120

(725,

727), doplnìnými o gaussovskou integraci (728). Tyto formální manipulace je v¹ak tøeba ná-

slednì modi�kovat procedurami regularizace a renormalizace, tak¾e renormalizované formule

nemusejí obecnì respektovat vlastnosti, naivnì vyplývající ze samotných formálních pravidel

(725, 727) a (728). V následující kapitole naznaèíme, na jaké problémy lze pøitom narazit.

120

Ve skuteènosti v¹ak tyto formální manipulace de�nují poruchový funkcionální integrál.
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2.9 Cvièení

1. Uva¾ujme teorii volného reálného skalárního pole � s hamiltoniánem

H =

Z

d

d

x

�

�(x)

2

+ �(x)


2

�(x)

�

:

Ve funkcionální �-reprezentaci jsou stavy j	i kvantového pole reprezentovány vlno-

vými funkcionály 	[�] = h�j	i, kde j�i jsou zobecnìné vlastní stavy operátorù �(x);

�(x)j�i = �(x)j�i. Kanonické komutaèní relace [�(x); �(y)] = i�

d

(x� y) jsou na pro-

storu vlnových funkcionálù reprezentovány pomocí operátorù

�(x)	[�] = �(x)	[�]

�(x)	[�] = i

�

��(x)

	[�]:

Najdìte

(a) øe¹ení 	




[�] = h�j	




i funkcionální Schrödingerovy rovnice pro základní stav v �-

reprezentaci

(b) vlnový funkcionál 	

p

[�] = h�jpi jednoèásticového stavu

(c) vytvoøující funkcionál

Z




[K] = h	




j exp

�

i

Z

d

d

xK(x)�(x)

�

j	




i

(d) funkcionální míru d�[�], realizující izomor�smus Fockova prostoru F




a prostoru

L

2

(X;d�[�]) kvadraticky integrovatelných vlnových funkcionálù, splòující vztah

j	




i $ 1

(e) reprezentaci kanonických komutaèních relací v této modi�kované �-reprezentaci

na L

2

(X;d�[�]).

2. Doka¾te, ¾e ket vektory

j�i = exp

�

1

2

Z

e

dpa

+

(p)a

+

(�p) + 2i

Z

d

d

x�(x)

Z

e

dpe

�ip�x

a

+

(p)

�

j	




i;

kde a

+

(p) jsou kreaèní operátory Fockovì prostoru F




s vakuem j	




i, jsou zobecnìnými

vlastními stavy operátorù �(x) na F




.

3. Uka¾te, ¾e ve �-reprezentaci F




� L

2

(X;d�




[�]) je vlnový funkcionál

	

J

[�] = N

J

exphJ�i

pro vhodnou normalizaèní konstantu N

J

normalizovaným spoleèným vlastním stavem

anihilaèních operátorù a(p) - jedná se o tzv. koherentní stav. Spoèítejte

(a) pøíslu¹né vlastní hodnoty;

(b) skalární souèin stavù 	

J

[�] a 	

K

[�],

h	

J

j	

K

i =

Z

d�




[�]	

J

[�]

�

	

K

[�]

a urèete odtud normalizaèní konstantu N

J

;
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(c) euklidovský èasový vývoj stavù 	

J

[�](�) = e

��H

	

J

[�], kde H je hamiltonián

volného pole, pomocí formule

	

J

[�](�) =

Z

d�




[�

0

]K[�;�

0

;�i� ]	

J

[�

0

];

(d) koe�cienty 	

J

(p

1

; : : : ;p

n

) rozvoje stavu 	

J

[�] do vlastních stavù operátoru H,

	

J

[�] =

1

X

n=0

1

n!

Z

e

dp

1

: : :

e

dp

n

	

J

(p

1

; : : : ;p

n

)	

p

1

;:::;p

n

[�];

(zde 	

p

1

;:::;p

n

[�] = h�jp

1

; : : : ;p

n

i);

Uka¾te dále, ¾e pro (nenormalizované) stavy  

J

[�] = exp(

1

2

hJ

1

2


Ji)	

J

[�] =: exp(hJ�i) :

platí následující rozklad jednotky

1 =

Z

d�

C

[J ]j 

J

ih 

J

j;

kde d�

C

[J ] je gaussovská míra s nulovou støední hodnotou a kovariancí C = 2
.
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3 Wardovy identity a anomálie

3.1 Dysonovy - Schwingerovy rovnice

Vyjádøení vytvoøujícího funkcionálu Grenových funkcí funkcionálním integrálem má tu vý-

hodu, ¾e umo¾òuje snadno \odvodit" naivní identity, které jsou kvantovým roz¹íøením vlast-

ností klasické akce (jako napø. invariance vzhledem k rùzným transformacím) a jejich¾ splnìní

oèekáváme v kvantové teorii.

V rámci renormalizované poruchové kvantové teorie se obvykle postupuje tak, ¾e se vybe-

rou ty charakteristické vlastnosti klasické akce, které ji (spolu s výbìrem polí) jednoznaènì

urèují a¾ na multiplikativní renormalizaèní konstanty u jednotlivých èlenù. Dùsledky tìchto

vlastností, vhodnì zformulované pomocí vý¹e zmínìných identit pro Greenovy funkce, pak

musí být splnìny v ka¾dém øádu poruchové teorie - teorie je tedy de�nována výbìrem polí a

tìmito identitami spí¹e ne¾ konkrétním tvarem klasické akce.

Jedním z tìchto vztahù jsou tzv. Dysonovy - Schwingerovy rovnice, které jsou kvantovým

analogem klasických pohybových rovnic. Pøi jejich \odvození" budeme vycházet z formule

pro vytvoøující funkcionál euklidovských Greenových funkcí

Z [J ] =

R

D� exp

�

�S

E

[�]�

R

d

d

xJ(x)�(x)

�

R

D� exp (�S

E

[�])

; (730)

kde � pøedstavuje souhrn polí a J jsou odpovídající klasické zdroje. Jak jsme ukázali v

pøedchozí kapitole, platí formálnì vztah pro funkcionální integraci per partes, v na¹em pøípadì

Z

D�

�

��(x)

exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= 0 (731)

nebo po úpravì

Z

D�(

�S

E

[�]

��(x)

+ J(x)) exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= 0: (732)

U¾itím identity F [�] exp(�

R

d

d

xJ�) = F [��=�J ] exp(�

R

d

d

xJ�) máme

�

�S

E

[��=�J ]

��(x)

+ J(x)

�

Z

D� exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= 0; (733)

co¾ v termínech vytvoøujícího funkcionálu Z

E

[J ] znamená

�

�S

E

[��=�J ]

��(x)

+ J(x)

�

Z [J ] = 0: (734)

Funkcionální derivací podle klasických zdrojù dostaneme sadu relací pro Greenovy funkce.

Naopak, de�nujeme-li teorii pomocí rovnice pro vytvoøující funkcionál (734), pøedstavuje

vyjádøení Z

E

[J ] pomocí funkcionálního integrálu formální øe¹ení této rovnice.

Vý¹e uvedený postup lze zopakovat pro libovolný funkcionál P [�], integrace per partes

dává

Z

D�

�

��(x)

P [�] exp (�S

E

[�]) = 0; (735)

neboli

Z

D� exp(�S

E

[�])

�

�

��(x)

P [�]�

�S

E

[�]

��(x)

P [�]

�

= 0;
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pro Greenovy funkce tedy máme

h0jTP [�]

�S

E

[�]

��(x)

j0i = h0jT

�

��(x)

P [�]j0i: (736)

Napø. ve skalární teorii s euklidovskou akcí

S

E

[�] =

Z

d

d

x

�

1

2

(@�)

2

+

1

2

m

2

�

2

+

�

4

�

4

�

(737)

dostaneme pro vakuovou støední hodnotu pole �(x) rovnici

(�@

2

x

+m

2

)h0j�(x)j0i + �h0j�

3

(x)j0i = 0 (738)

a pro dvoubodovou funkci

(�@

2

x

+m

2

)h0jT�(x)�(y)j0i + �h0jT�

3

(x)�(y)j0i = �

(d)

(x� y); (739)

atd., obecnì

(�@

2

x

1

+m

2

)h0jT�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j0i+ �h0jT�

3

(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j0i

=

n

X

j=2

�

(d)

(x

1

� x

j

)h0jT�(x

2

) : : : �(x

j�1

)�(x

j+1

) : : : �(x

n

)j0i: (740)

Sadu Dysonových-Schwingerových rovnic lze øe¹it formálním rozvojem do øady,

h0jT�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j0i =

1

X

j=0

�

j

h0jT�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j0i

(j)

: (741)

Dysonovy-Schwingerovy rovnice pak pøejdou v nekoneènou soustavu rekurentních rovnic pro

h0jT�(x

1

)�(x

2

) : : : �(x

n

)j0i

(j)

. Ilustrujme to na pøíkladu dvoubodové funkce. Z rovnice (739)

plyne

h0jT�(x)�(y)j0i

(0)

=

1

�@

2

x

+m

2

�

(d)

(x� y) = G

(0)

E

(x; y) (742)

a odtud a z rovnice (740) máme

h0jT�(x

1

)�(x

2

)�(x

3

)�(x

4

)j0i

(0)

= G

(0)

E

(x

1

; x

2

)G

(0)

E

(x

3

; x

4

)

+ G

(0)

E

(x

1

; x

3

)G

(0)

E

(x

2

; x

4

)

+ G

(0)

E

(x

1

; x

4

)G

(0)

E

(x

2

; x

3

): (743)

Dosazením do (739) máme

h0jT�(x)�(y)j0i

(1)

= �

Z

d

d

zG

(0)

E

(x; z)h0jT�(z)�(z)�(z)�(y)j0i

(0)

= �3

Z

d

d

zG

(0)

E

(z; z)G

(0)

E

(x; z)G

(0)

E

(z; y): (744)

Podobnì lze postupovat dále, znalost h0jT�(x)�(y)j0i

(1)

a rovnice (740) umo¾òují najít dal¹í

èlen rozvoje ètyøbodové funkce h0jT�(x

1

)�(x

2

)�(x

3

)�(x

4

)j0i

(1)

, který lze znovu dosadit do

(739) atd.
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Uka¾me dále, jak souvisí tento rozvoj s poruchovým funkcionálním integrálem. V¹imnìme

si, ¾e výraz na pravé stranì (744) má následující integrální vyjádøení

�3�

Z

d

d

zG

(0)

E

(z; z)G

(0)

E

(x; z)G

(0)

E

(z; y) = �

Z

d�[�]�(x)�(y)

�

4

Z

d

d

z�

4

(z)

+

Z

d�[�]�(x)�(y)

Z

d�[�]

�

4

Z

d

d

z�

4

(z)

(745)

kde d�[�] je gaussovská funkcionální míra s kovariancí G

(0)

E

. Tedy máme formálnì do prvního

øádu v �

h0jT�(x)�(y)j0i =

R

d�[�]�(x)�(y)(1 �

�

4

R

d

d

z�

4

(z))

R

d�[�](1�

�

4

R

d

d

z�

4

(z))

+O(�

2

); (746)

co¾ souhlasí s prvním èlenem poruchového rozvoje funkcionálního integrálu

h0jT�(x)�(y)j0i =

R

D� �(x)�(y) exp (�S

E

[�])

R

D� exp (�S

E

[�])

(747)

s akcí (737).

Lze i obecnì ukázat, ¾e rekurentní postup øe¹ení Dysonových-Schwingerových rovnic vede

k standardní formální poruchové teorii a Feynmanovým grafùm. Proto¾e je v¹ak tøeba pro-

vést regularizaci divergentních výrazù a následnou renormalizaci, nemáme a priori zaruèenu

platnost tìchto rovnic, ale je tøeba jejich splnìní v rámci renormalizované poruchové teorie

dokázat.

V rámci poruchové teorie jsou tedy Dysonovy-Schwingerovy rovnice plnì ekvivalentní

funkcionálnímu integrálu. Jejich význam spoèívá v tom, ¾e umo¾òují také rùzná aproximativní

øe¹ení neporuchového typu. Napø. tzv. Hartreeho aproximace odpovídá ansatzu

121

Z

E

[J ] = exp

�

1

2

Z

d

d

xd

d

yJ(x)G

H

E

(x; y)J(y)

�

; (748)

jeho¾ dosazením do (734) dostáváme pro teorii s akcí (737) následující rovnici

(�@

2

x

1

+m

2

)

Z

d

d

yG

H

E

(x; y)J(y) + 3�G

H

E

(x; x)

Z

d

d

yG

H

E

(x; y)J(y)

+�

�

Z

d

d

yG

H

E

(x; y)J(y)

�

3

� J(x) = 0 (749)

ve které zanedbejme pøedposlední èlen na levé stranì, který je nelineární v J(x). Obdr¾íme

tak linearizovanou

122

rovnici pro G

H

E

(x; y) v aproximaci støedního pole

(�@

2

x

1

+m

2

)G

H

E

(x; y) + 3�G

H

E

(x; x)G

H

E

(x; y) = �

(d)

(x� y): (750)

Pí¹eme-li

G

H

E

(x; y) =

Z

d

d

p

(2�)

d

e

�ip�(x�y)

e

G

H

E

(p); (751)

121

Fyzikálnì odpovídá pøedstavì volných èástic, interagujících se selfkonsistentním potenciálem, efektivnì

generovaným ostatními èásticemi.

122

T.j. zanedbáváme víceèásticovou interakci.
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máme

e

G

H

E

(p) =

1

p

2

+m

2

+�m

2

(752)

kde podmínka selfkonsistence dává

�m

2

= 3�

Z

d

d

p

(2�)

d

1

p

2

+m

2

+�m

2

: (753)

Interakce se tedy v rámci této aproximace projeví jako selfkonsistentní renormalizace hmoty.

3.2 Wardovy identity

V této podkapitole \odvodíme" identity, které odrá¾ejí na kvantové úrovni symetrie klasické

akce vzhledem in�nitesimálním transformacím souøadnic a polí s prostoroèasovì konstantním

parametrem �, zapsané ve tvaru

x ! x

0

= x+ ��x

�(x) ! �

0

(x

0

) = �(x) + ���[�](x); (754)

kde ��[�](x) je obecnì fukcionál promìnné �. Oznaème jestì

��

0

�[�](x) = �

0

(x)� �(x) = �(��[�](x) � (�x � @)�(x)): (755)

Podobnì jako pøi odvození Dysonovy-Schwingerovy rovnice vyjdeme z formule funkcionální

integrace per partes, nyní zapsané ve tvaru

Z

D�

Z

d

d

x(

��

0

�[�](x)

��(x)

+ "�

0

�[�](x)

�

��(x)

) exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

= 0; (756)

zde " = 1 pro bosonová pole a �1 pro fermiony. Zaveïme tzv. Wardùv operátor

� =

Z

d

d

x�

0

�[�](x)

�

��(x)

: (757)

Pro euklidovskou akci S

E

[�] =

R

d

d

xL

E

(x) pak máme

��S

E

[�] =

Z

d

d

x��L

E

[�(x)] =

Z

d

d

x(L

E

[�(x) + ��

0

�[�](x)] �L

E

[�(x)])

=

Z

d

d

x(L

E

[�

0

(x)]�L

E

[�(x)]) =

Z

d

d

x

0

L

E

[�

0

(x

0

)]�

Z

d

d

xL

E

[�(x)]

= S

E

[�

0

]� S

E

[�]

tedy Wardùv operátor aplikovaný na lokální funkcionály provádí efektivnì transformaci (754)

prostoroèasových souøadnic a polí. Je-li transformace (754) symetrií klasické akce, je �S

E

[�] =

0.

V¹imnìme si dále, ¾e funkcionální determinant \substituce" (754) má tvar

lnDet

�(�+ ��

0

�[�])

��

= Tr ln(1 + �

�

0

�[�]

��

) = �

Z

d

d

x

��

0

�[�](x)

��(x)

; (758)
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tak¾e identitu (756) lze chápat jako nezávislost funkcionálního integrálu

Z

D� exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

�

na výbìru integraèních promìnných

123

. Upravme je¹tì (756) na tvar

Z

D�

 

�S

E

[�] +

Z

d

d

xJ(x)�

0

�[�](x) � "

Z

d

d

x

��

0

�[�](x)

��(x)

!

e

�S

E

[�]�

R

d

d

xJ�

= 0 (762)

nebo, v termínech Z

E

[J ],

 

�S

E

[�

�

�J

] +

Z

d

d

xJ(x)�

0

�[�

�

�J

](x)� "

Z

d

d

x

��

0

�[�](x)

��(x)

j

�!�

�

�J

!

Z

E

[J ] = 0: (763)

Pro Greenovy funkce odtud plyne

h0jT�F [�]j0i = h0jT�S

E

[�]F [�]j0i � "h0jT

Z

d

d

x

��

0

�[�](x)

��(x)

F [�]j0i: (764)

Identity (762), (763), resp. (764) jsou globální formou tzv. Wardových identit. Naleznìme dále

jejich lokální formu. Lze ji získat standardní noetherovskou technikou zámìnou � ! ��(x).

Platilo-li pùvodnì �S

E

[�] =

R

d

d

x�L

E

(x), je nyní

�

�

S

E

[�] =

Z

(d

d

x�(x)�L

E

(x) + j[�](x) � @�(x)) (765)

kde j

�

[�](x) je noetherovský proud. Funkcionální derivací (762) podle �(x) pøi �(x) = 0

získáme Wardovu identitu v lokálním tvaru

Z

D�

 

@ � j[�](x) � �L

E

[�(x)] � J(x)�

0

�[�](x) + "

��

0

�[�](x)

��(x)

!

e

�S

E

[�]�

R

d

d

xJ(x)�(x)

= 0;

(766)

123

Skuteènì, provedeme-li ve funkcionálním integrálu

R

D� exp

�

�S

E

[�]�

R

d

d

xJ(x)�(x)

�

, který stojí v èita-

teli formule (730) pro vytvoøující funkcionál Z

E

[J ], zámìnu integraèních promìných indukovanou transformací

(754) (a pøedpokládáme-li pro jednoduchost invarianci formální funkcionální míry, D�

0

= D�, t.j. jednotkový

funkcionální determinant) obdr¾íme

Z

D� exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ�

�

=

Z

D� exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ�� �(

Z

d

d

xJ�

0

�[�] + �S

E

[�])

�

(759)

Proto¾e levá strana nezávisí na �, musí být

Z

D� exp

�

�S

E

[�]�

Z

d

d

xJ�

��

Z

d

d

xJ�

0

�[�] + �S

E

[�])

�

= 0; (760)

co¾ (a¾ na pøíspìvìk determinantu transformace) je formule (756).

Zde jsme pou¾ili vztah d

d

x

0

= d

d

x(1 + �@ � �x), odkud plyne pro v nekoneènu dostateènì rychle ubývající

zdroj J(x)

Z

d

d

x

0

J(x

0

)�

0

(x

0

)�

Z

d

d

xJ(x)�(x)

= �

Z

d

d

x((@ � �x)J(x)�(x) + (�x � @J(x))�(x) + J(x)��(x))

= �

Z

d

d

xJ(x)�

0

�(x): (761)
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resp. pro vytvoøující funkcionál Z

E

[J ]

 

@ � j[�

�

�J

](x)� �L

E

[�

�

�J

](x)� J(x)�

0

�[�

�

�J

](x) + "

��

0

�[�](x)

��(x)

j

�!�

�

�J

!

Z

E

[J ] = 0

(767)

a odtud pro Greenovy funkce

@ � h0jTj[�](x)F [�]j0i = h0jT�L

E

[�(x)]F [�]j0i + h0jT�

0

�[�](x)

�

��(x)

F [�]j0i

� "h0jTF [�]

��

0

�[�](x)

��(x)

j0i: (768)

Tyto identity jsou kvantovým analogem bilanèní rovnice noetherovského proudu, která má

klasicky tvar

@ � j[�] = �L

E

[�(x)]: (769)

Uveïme na tomto místì jednoduchý pøíklad. Polo¾íme-li �x = 0, ��(x) = 1, je

�

�

S

E

[�] =

Z

d

d

x

 

�(x)

@L

E

@�(x)

+ @

�

�(x)

@L

E

@@

�

�(x)

!

a noetherovský proud má tvar

j

�

[�](x) =

@L

E

@@

�

�(x)

:

Jeho klasická bilanèní rovnice je toto¾ná s Eulerovou-Lagrangeovou pohybovou rovnicí. Na

kvantové úrovni pøejdou pøíslu¹né (globální) Wardovy identity v Dysonovy-Schwingerovy rov-

nice. Dysonovy-Schwingerovy rovnice tedy pøedstavují Wardovy identity spojené s transfor-

mací in�nitesimální translace polních kon�gurací o konstantní èlen �(x)! �(x) + �.

Obvykle se ve Wardových identitách vynechává pøíspìvek funkcionálního determinantu

(758), tento pøíspìvek je v mnoha pøípadech formálnì roven nule; pak se hovoøí o tzv. naiv-

ních Wardových identitách. Pøívlastek \naivní" znamená, ¾e se neuva¾ují modi�kace, které

mù¾e pøinést procedura regularizace a renormalizace. Jak uvidíme v dal¹ím, pøíspìvek funkci-

onálního determinantu pøedstavuje vìt¹inou ¹patnì de�novaný singulární výraz, obvykle typu

\0 � 1", který je tøeba vhodnì regularizovat. Sejmutí regularizace mù¾e generovat nenulový

výsledek, tzv. kvantovou anomálii, v tomto pøípadì se hovoøí o tzv. anomálních Wardových

identitách, které se pí¹í ve tvaru

�

�S

E

[�

�

�J

] +

Z

d

d

xJ(x)�

0

�[�

�

�J

](x)

�

Z

E

[J ] = �A[��=�J ]Z

E

[J ] (770)

a

�

@ � j[��=�J ](x)� �L

E

[��=�J ]� J(x)�

0

�[�

�

�J

](x)

�

Z

E

[J ] = A[��=�J ](x)Z

E

[J ] (771)

kde A = A[�] je tzv. anomální funkcionál, který lze zapsat ve tvaru

A[�] =

Z

d

d

xA[�](x): (772)
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Zde A[�](x) je lokální polynom v polích �(x) a jejich derivacích - tzv. anomální divergence

noetherovského proudu

124

. Konkrétní tvar anomálního funkcionálu silnì závisí na zvoleném

regularizaèním a renormalizaèním schématu. V nìkterých pøípadech lze rekonstruovat naivní

Wardovy identity, resp. zredukovat funkcionál (772) prostøednictvím dodateèné koneèné re-

normalizace, odstraòující tzv. zdánlivé (spurious) anomálie. Pøítomnost neodstranitelné ano-

málie znamená naru¹ení klasických transformaèních vlastností Greenových funkcí vzhledem

k uva¾ované transformaci; to mù¾e mít vá¾né dùsledky pro konsistenci, resp. fyzikální inter-

pretovatelnost teorie (ztráta unitarity, Lorentzovy invariance resp. renormalizovatelnosti). V

dal¹ích podkapitolách se budeme zabývat anomáliemi podrobnìji.

Jak jsme ji¾ naznaèili vý¹e, Wardovy identity lze chápat jako identity, de�nující pøíslu¹nou

teorii. Èasto umo¾òují dokázat její renormalizovatelnost (tak je tomu napø. v kalibraèních te-

oriích). V nìkterých pøípadech bývá po¾adavek jejich splnìní natolik silný, ¾e umo¾òuje teorii

\vyøe¹it", t.j. nalézt tvar Greenových funkcí (pøíkladem jsou konformní teorie pole ve dvou

dimenzích, ale v jistém smyslu také nízkoenergetická QCD, kde se vyu¾ívají tzv. chirální War-

dovy identity). Èasto jsou Wardovy identity také prostøedkem k fyzikální interpretaci teorie,

resp., podobnì jako po¾adavek renormalizovatelnosti, po¾adavek absence anomálií pøedsta-

vuje vodítko ke konstrukci konkrétních modelù.

124

Polo¾íme-li v (768) F [�] = 1, dostaneme \kvantovou bilanèní rovnici noetherovského proudu" ve tvaru

@ � h0jj[�](x)j0i = h0j�L

E

[�(x)]j0i+ h0jA[�](x)j0i;

srov. (769).
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