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1 Drahovy integral v kvantové mechanice

1.1 Definice drahového integralu

Zavedeni formalismu drahového integralu v kvantové teorii se datuje do roku 1948, kdy byl pu-
blikovan fundamentilni Feynmaniv ¢lanek nazvany “Space-time approach to non-relativistic
quantum mechanics”[1]. Hlavni ideou bylo reprezentovat kvantovémechanickou amplitudu
pravdépodobnosti prechodu systému mezi dvéma klasickymi konfiguracemi x ax zacasT
jako sumu amplitud pravdépodobnosti od jednotlivych klasickych trajektorii se zafixovanym
pocateénim a koncovym bodem ve tvaru

" 4 i
K& Xm)= Y epssx) (1)
x(0)=x", x(T)=x"

kde S[x(t)] je klasicka akce jako funkciondl klasické trajektorie x(¢), a sumu na pravé strané
tohoto vyrazu interpretovat jako integral na prostoru klasickych trajektorii v konfiguracnim
prostoru s néjakou mirou Dx(t). Sém Feynman brzy nalezl uplatnéni této idey v rozli¢nych
dalsich odvétvich kvantové fyziky: v kvantové elektrodynamice (zde byla dtlezitym prostied-
kem pro odvozeni relativisticky kovariantnich Feynmanovych pravidel) v teorii supratekutosti,
v pevnych latkach [2, 3]. Do 8irsiho povédomi pronikl drahovy integral po kniznim publikovani
Hibbsovych zapiskid Feynmanovych prednasek [4] o alternativni konstrukei kvantové mecha-
niky vystavéné primarné na drahovém integralu, bez pouziti operatorového formalismu jako
vychodiska. Postupné se stal mocnym néstrojem pro analyzu mnohych fyzikilnich systémii,
vyhodnym pro ziskdni globalnich neporuchovych vlastnosti, kvaziklasického piibliZzeni i pii-
mocarého generovani poruchovych rozvoji. Zatimco v kvantové teorii pole je drdhovy integral
(v této souvislosti standardné nazyvany jako funkcionalni pripadné kontinudlni integral) de-
finovan spiSe operacionalisticky a intuitivné (sadou pravidel jak s nim zachézet), v kvantové
mechanice ho lze rigorézné definovat a zejména v poslednich deseti letech byla spoctena fada
netriviadlnich drdhovych integrala [5], coz umoznilo sestavit tabulku “elementarnich” draho-
vych integrald a vypracovana rada transformacnich pravidel, v nékterych pripadech dovolujici
prevést dany integral na “tabulkovy”.

Zacnéme s definici drahového integralu v kvantové mechanice. Uvazujme pro jednoduchost
jednocasticovy systém v d-dimenziondlnim prostoru s hamiltonidnem

o2

P A
H=—+V(x). 2
Pv) )
Evolucni operator pro tento systém je
U(T) = exp(—%HT). (3)

Jadro tohoto operatoru mé vyznam amplitudy pravdépodobnosti prechodu systému ze stavu
s ostrou hodnotou soufadnice |x') do stavu [x ) za ¢as T. V daldim se pokusime reprezentovat
toto jadro sumou prispévki klasickych trajektorii (1), tj. Feynmanovym drihovym integralem.
Pisme formuli (3) ve tvaru!

!Poznamenejme, Ze pro omezené operatory na Hilbertové prostoru plati tzv. Lieova formule exp(A+ B) =
limy, o0 (exp(%)exp(%))n ve smyslu konvergence v normé. Podobnd formule plati i pro neomezené ope-
ratory. Lze napt. dokdzat, Ze pro v podstaté samosdruzené zdola omezené operdtory Hp a V pro néz je
operdtor H = Ho + V v podstaté samosdruzeny plati ve smyslu silné operdtorové limity exp(—H) =
lim,, o0 (exp(—Ho/n) exp(—V/n))", [6].



n

i n i p2 i "
U(r) = (expl3 1)) :(exp(—ﬁg’—mgexm—gv<ﬁ>%>> +O).

!

Pro jédro evoluéniho operatoru K(x ,x;T) = (x |U(T)|x') v z-reprezentaci tedy méame

i p2 T i T\"
Kx ,x;T) = (x||exp(—75-—)exp(—7V(X)=) | [x)+0O(=)
h2mn h n
. H"2 R i ; R ,
= /ddxl... Xp— 1(x” e_%g_m%e_ﬁ (x)%]xn_ﬁ (xl\e_ﬁg_m%e_ﬁ (x)%‘x>
1
O(-), (5)

n

kde jsme (n — 1)-krat vlozili Gplny systém vlastnich stavi operdtoru souradnice

x[x) = x|x), /ddXIXMXI =1, (xly) =69 (x~y). (6)
Vlozenim daplného systému vlastnich stavl operatoru impulsu
pip) = plp). [ d'plp)(pl = 1. (xlp) = (5 exp(p - G
dostavame
st B P ) = [t expl s (L V) D) ) )

d
/((2i 17:?),; p(ﬁpj'(xj—xﬂ'—l)‘ﬁ(;)] +V(Xj‘1))%)'
(8)

Celkem tedy mame pro jadro evolu¢niho operatoru, provedeme-li limitu pri n — oo,

"

K(x',x;T)=
dfpy (T 1ddedde LN~ (x— x P L
t [ B ( e ) el e b 3o — (Vo) )

kde jsme oznagcili xg = x a x, = x . Tato formule je jednou z forem hledané reprezentace
drahovym integralem. Na pravou stranu této formule lze nahlizet jako na definici tohoto
integralu na prostoru trajektorii ve fazovém prostoru, pro ktery se vzilo standardni znaceni

"

x(T)=x

K(x”,x,;T):/

© T
1 .
Dx(t)Dp () exp | ~ / dt(p-%— H) ). (10)
x(0)=x" h Jo
Tento vyraz pfipousti ndzornou fyzikalni interpretaci 2. V ramci klasické mechaniky je stav
systému popsan bodem ve fazovém prostoru s kanonickymi soufadnicemi (x, p). Dynamika je
pak odvozena z principu nejmensi akce

?N4sledujici f4dky neobsahujf rigorézni tvrzeni, spie jen intuitivni pohled na formuli(9).



! "

" , T
5S(x,x;T):5/0 dt(p-%—H) =0, x(0) =x, x(T) = x. (11)

Pro po c¢astech konstantni testovaci trajektorii v p

j—1 J
t) = p; T<t<=T 12
p(t) =p; pro — =T <t <= (12)
a po ¢astech linedrni testovaci trajektorii v x
(*) I =221y pro L= p i< L (13)
x(t) =xi1+=(x; —x;_ - T =
g i1 n P n n’
kde opét xg = X ax, = x”, je funkcional akce
v 4 P T T
S(x',x5T) =) (pj - (xj —%j-1) — (5 +Vixj-1)— + O((=)?). (14)
o m n n

Posledn{ vyraz je s presnosti O((£)) ( a aZ na koeficient %) totoZny s vyrazem stojicim v expo-
nenciéle integrandu (9). Libovolnou spojitou trajektorii ve fizovém prostoru lze aproximovat
trajektorii (12,13), vyraz (14) lze pak chipat jako Riemanovu integralni sumu aproximujici
funkcional akce figurujici v dynamickém principu nejmensi akce (11). Integraci v aproxima-
tivnim vyrazu pro jadro evoluéniho operatoru

Kn(xnaxl;T) =

a4 n=l qdy qdx. i p? T
/ ) (121 é’;h)dj) exp(y ;(pj (= %) = (GE AV ga) =), (15)
lze tedy chapat jako sumu piispévki klasickych trajektorii typu (12,13), které zacinaji v
x(0) = x a kon&i v x(T) = x', do kvantovémechanické amplitudy pravdépodobnosti (9)
prechodu ze stavu |x') do stavu |x") za ¢as T. Pfitom piispévek kazdé takové trajektorie je
v absolutni hodnoté stejny (to Feynman nazyvé principem ekvivalence trajektorii), lisi se jen
fazi, kterd je ddna klasickou akci v jednotkich h. V limité n — oo jsou pak zapocteny pri-
spévky v8ech trajektorii, aproximovatelnych trajektoriemi (12,13). Vyraz (15) pak pfipoming
Riemanovu integralni sumu pro integral na prostoru fazovych trajektorii. To je motivaci pro
oznadeni 3

"

v x(T)=x i T
K(x',x;T) :/x(o):x, Dx(t)Dp(#) exp (ﬁ/o dt(p-;’c—H)). (16)

Vyraz (9) lze je$té upravit na tvar bliz§i ptivodni Feynmanové formuli (1). S vyuzitim
vztahu pro gaussovskou integraci

* dg 1, 1 \2 b?
/ﬂo o, CXP <—§a:v —|—b:r> = <%> exp | o (17)

3Znovu poznamenejme, %e drahovy integral, vystupujici na pravé strané vyrazu (16) je definovan limitou
Riemanovych sum (15).




dostaneme

d%p i, p*T nm %2 i n
/ @inyd PG oy, TP AX) = <2th> exp(nmAX ﬁ) (18)

Odtud dostavame vyjadieni jadra evoluéniho operdtoru pomoci drdhového integralu na pro-
storu trajektorii v konfigura¢nim prostoru

"

K(x',x;T)=

) nd/2 p n T
s <2th> /H ey Z( ~%-0'gp _V(X""l)ﬁ)’ (19)

ve vzitém standardnim znaceni s (neexistujici) funkcionalni mirou Dx(t)

"

v x(1)=x i x(t)*
K(x',x;T) :/ ' " Dx(t)exp (ﬁ /OTdt(m%—V(x(t)))) (20)

x(0)=x

Toto je puvodni Feynmanova formule odpovidajici reprezentaci (1).

V kvantové mechanice je tedy drdhovy integral definovdn jako limita kone¢nomeérnych
integrali z vyrazi, které formélné predstavuji “diskrétni aproximace” integrandu (16) resp.
(20). Tyto diskrétni aproximace se obdrzi nahrazenim (jednorozmérného) ¢asového kontinua
(0,T) sadou “mfizovych bodu” {0,T/n,...,5(T/n),...n(T/n)} a nahrazenim (spojité) ne-
kone¢ného poctu integraénich proménnych x(¢) koneéné mnoha proménnymi - hodnotami
x(7(T/n)) v miizovych bodech. Tato formélni konstrukce se prendsi i do kvantové teorie pole,
kde slouzi k formulaci teorie na prostorocasové mfizi.

1.2 Diskrétni aproximace a operatorové uspoiradani

Diskrétni aproximace (15, 19) drahového integralu byly odvozeny za predpokladu, ze hamil-

tonian (2) systému mél tvar
-2
=2 1v), (21)

2m

ve kterém byla separovina zavislost na operatorech impulsu a soufadnice. Uzitim formule (8)
jsme pak obdrzeli pfiblizny propagator pro infinitesimalni ¢asy

T d’p i p; T
K(x,xj 1;— z/ij Xj — Xj (2L +V(xj1))>). 22
( 7y &g—1, n) (27Th) (hp] ( J— 1) h(Zm ( ] 1))n) ( )
V piipadé obecnéjsiho hamiltonidnu H (P, %), pro ktery tato separace neni moznd, je tieba
byt obezietnéjsi. Predpoklddejme napiiklad, Ze hamiltonidm upravime uzitim kanonickych
komutacnich relaci na tvar, v némz vSechny operatory p stoji nalevo od operatorti x (tzv. pz-
usporadani) a oznacme takto upraveny hamiltonidn H,,(p,%). Potom obdrzime nasledujici
analog formule (22)
T i .\T
K(xj,%;-1; 5) = <Xj|eXP(—ﬁ (P, )E”Xjfl)
i T
Ja

1 N
= <Xj|eXp(—ﬁHpa:(p7X )|Xj*1>



i o ..T
~  (x5|(1- ngw(PaX)ﬁﬂxjfl)
i

= [ @031} (0] (1 = 3 Hya (B, %)) 1)

= /ddpg i Hyo(pj, %j— 1)T)(Xj!Pj>(Pj\Xj—1>

d%p; i T
/(2 h; p(hpg (xj —xj_1) — tha:(Pjan—l)E)a

(23)

ktery pak lze pouzit ke konstrukci drahového integralu? stejnym postupem jako v predchozi
podkapitole ®

"

K(x',x;T) =

n—1 L
dp” ( %) exp(— X:: —Xj_1) — pr(Pijj—l)%))‘ (24)

n—>oo 27rh

Je-li vSak zavislost na impulsech jin4 nez kvadratickd, nelze obecné vyintegrovanim prejit k
drahovému integralu na prostoru trajektorii v konfigura¢nim prostoru ve tvaru analogickém
(19).

Vsimnéme si, Ze v exponentu vyrazu (24) stoji nikoliv klasicky hamiltonian H (p,x), ale
tzv. pz-symbol operatoru H(p,x), tj. funkce Hp,(p,x) ktery mize obsahovat “kvantové ko-
rekce” imérné positivnim mocnindm h.

Podobné, dpravou hamiltonidnu do tzv zp-formy, kde vSechny operatory p stoji napravo
od operdtord %X, obdrzime

T i T
K(xjxj-15—) = (xjlexp(—7 H(P, %) )lxj-1)
i T
= (Xj’eXp(_ﬁHmp(pax)g)‘xj—ﬁ
i T
=~ (Xj|1 ﬁHIp(p,x)—|x]—1)
i T
= [ a1 = - Hap (B %) -1y (sl 1)
T

= [y~ 3 (s %5) ) sl i)

d’p; I i T
/(2wh)d p(hpﬂ (xj = xj—1) = 2 Hap(pj, %) ),

(25)
odkud
K(x',x;T) =
‘ ddpn n—1 ddp'ddX‘ L T
% | amh)d (jHl rmyd | P jzl = %=1 = Haplppx)20)- - (26)

“Poznamenejme, Ze v tomto piipadé nemame k dispozici rigorézni tvrzeni typu Lieovy formule, proto neni
apriori ziejmé, zda Cleny radu O(n ) lze beztrestné zanedbat.
Ve specialnim pifpadé hamiltonianu (21) dostaneme opét formuli (15).



Na rozdil od predchoziho nyni stoji v exponentu misto klasického hamiltonidnu tzv. zp-symbol
operatoru H(p, x).

Vsimnéme si také, ze v pripadé pz-usporadani se lisi “Casové”indexy trajektorii p(t) a
x(t), které se dosazuji do pz-symbolu v drahovém integrilu, zatimco v p¥ipadé xp-usporadani
nikoliv. Chapeme-li p; jako hodnotu trajektorie p(t) v case t; = (j —1/2)T/n a x; jako hod-
notu trajektorie x(t) v ¢ase t = jT'/n, potom v pz-symbolu ¢asovy argument x(¢) predchéazi
a v zp-symbolu nasleduje ¢asovy argument trajektorie p(¢). Proto se nékdy formalni spojita
limita diskrétniho vyrazu (24) pise ve tvaru®

"

" ' x(T)=x i T )

K&\ x5T)= [ " Dx(t)Dp(t) exp (5 | e (o) - Hpm(pu),x(t))) (21)
x(0)=x 0

a podobné pro spojitou limitu (26)

"

v x(T)=x i (T
K< xm)= [ Dx(oPe(t exp (ﬁ / dt(p(t)-sc(t)—pr(p_(t),x(t))), (28)

kde jsme zavedli oznaceni fi(¢) = f(t £0).

Nez postoupime dale, uvedme jednoduchy priklad - interakci nabité bezspinové ¢stice s
vnéjsim elektromagnetickym polem, popsanym vektorovym potencidlem” A*(x) = (¢(x), A(x)).
Prislu$ny hamiltonidn mé tvar

(P — cA(%))

H = o + ep(x)
2 e 62
= =5 (B AR +AK) )+ 5 -A’(X) + (%), (29)

Odtud pomoci vztahu
[, Ak(X)] = —ihV; - Ag(%)

snadno odvodime pz- a zp-symboly:

p? e e? ieh
Hpalp,%) = 2= Lp A+ M%)+ eplx) — (V- A)(x),
(30)
p° e et ieh
Hop@.%) = 2= Lp A+ T A%(x) + edlx) + (V- A)(x).
(31)

Dosazenim do vztahfi (24, 26) a vyintegrovanim pfes zobecnéné impulsy® dostaneme pro
jadro evolucniho operatoru dvé ekvivalentni reprezentace drahovym integralem na prostoru

5Uvahu lIze také obratit: pokud uZijeme pro jadro evoluéniho operatoru reprezentaci (24) s klasickym hamil-

ton}anem H(p,x) = Zn ,,,,, G sd1seefm h.i1 ..... insd1senimPir - Pin Ty - - . T, , zZhamend to, Ze jsme pouzili kvanto-
vaci predpis, kdy tomuto
hamiltonidnu je pfifazen operator Hp,(p,%) = Zil 77777 i i i g1 gm Pin - Pin gy - &, , Zatimeo

pouzijeme-li s tymz klasickym hamiltonidnem reprezentaci (26), kvantujeme pomoci pfedpisu Hyp(p, %) =
Z'L.} 77777 TnsJ1seees Jm hil ----- TnsJ1sees jmﬁjjl i‘]nﬁll ﬁln
Pro jednoduchost prepoklddejme, ze vnéjsi pole nezdvisi na Case.
®Integrace je opét gaussovska.



trajektorii v konfigura¢nim prostoru

. ) nd/2
K(X’X;T):nlggo<27r1hT> /dejexph z

kde
n _ $ m(xj_xjfl)2 ieh T)
S" = — = =t teAx;_1) (x5 —x,_ ep(x ——(V-A)(x
;Z::l( 2T/n + (Jl)(] Jl) (@5(31) 2( )(]1))
(32)
a podobné
" (m(x; —xi_1)? ie
SK=Z((QT—M’”+eA<Xj>-<Xj—xj_1> (e9(x5) + o (V- A)(xg>>T>
j=1
(33)

Zde S% je diskrétni aproximace akce na fazovém prostoru, odpovidajici pz a zp usporadani.
Prichdzime zde ke zdanlivému paradoxu. Provedeme-li totiz formélni limitu n — oo a
budeme-li chtit zapsat drdhovy integral “spojité” v analogii s (20) obdrzime
" li X(T):X” i T X(t)Z A : ieh A
K(x',x;T) :/ Dx(t)e J, dt(m™ 3= eA(x(t))-%(t)—ed(x(t)) = 52 (V- )(X(t)))’ (34)
x(0)=x'

tedy nejednoznacny vysledek! To je ilustrace faktu, Ze “spojity” vyraz typu (20) nemd sdm o
sobé& dobry smysl a je ho tfeba brat vzdy jen jako symbolicky zapis pro formule typu (32, 33).
Pokud tedy chceme s takovymi symbolickymi formulemi pracovat, je tfeba podobné jako v
pfipadé integralu na prostoru fazovych trajektorii vyznacit poradi ¢asovych argumenti funkeci
x(t) a x(t) a psat
o X(T):XH i (T x(t)? . _ ieh
Kx',x;T) :/ Dx(t)eh Jo dtm=5 e Alx(t)) X (1) —ed(x(t)) £ 52 (V-A) (x(1)) (35)

x(0)=x’

V dalsi podkapitole uvidime, jak lze pochopit kompatibilitu obou téchto reprezentaci jako
vlastnost trajektorii na nichz je soustfedéna “mira” odpovidajici dréhovému integralu.
Formule (35) mé nevyhodu v tom, ze uz na “klasické” urovni obsahuje “kvantovou korek-
7, k jejimuz odvozeni je tfeba znat kvantovy hamiltonidn. Lze si klast otazku, zda neexistuje
jiné vhodné usporadéani “Gasovych” indexid v diskrétni aproximaci klasické akce, které by se
bez kvantovych korekci obeslo. Resenim pro nas piiklad je tzv. mid-point prescription, spojené
s tzv. Weylovym usporddanim nekomutujicich operatori

K(x',x;T)=

) dip, ("= d?p;dix; i & T
[ eyt | 1L "eye | el 25006 =i~ Hw (R %)), (59
kde x; = (x; +xj-1)/2 a Hw(p,X) je tzv. Weyliv symbol kvantového hamiltonidnu. Ten
odpovidé symetrickému usporddani nekomutujicich operatord p a X. V nasem piikladu je

2 e 2

Hiy(p.x) = 5~ — - Ax) + 5 —A%(x) + ed(x), (37)



tedy Weyliiv symbol je totozny s klasickym hamiltonidnem. Konfiguracni drahovy integral je
pak

n—oo

"o ) nd/2
K(x ,x;T)= lim (2th) /Hddxjexp S,

kde diskrétni aproximace akce odpovidajici Weylovu uspotfadani je

Zn m(x; —x; 1)2 1
(38)

Ve spojité formé

K(x ,x;T) = /X(T)ZX Dx(t)e% Iy dt(mX(Tt)z+6A(i(t))'x(t)_e¢(i(t)))- (39)

x(0)=x

!

Kompatibilitu s predchozimi formami budeme ilustrovat v nasledujici podkapitole.

1.3 Wienerova mira

Jak jiz bylo Feceno, formalni mira Dx(t) neexistuje v matematicky rigoréznim smyslu. Pfesto
lze cely formalismus pieformulovat tak, ze drahovy integral je integralem s dobfe definovanou
mirou na prostoru spojitych funkci. Prvnim krokem je tzv. Wickova rotace, tj. analytické
prodlouzeni jadra evolu¢niho operadtoru do imaginarniho ¢asu, 7' — —ih7. Fyzikalné to odpo-
vida prechodu k matici hustoty kanonického Gibbsova souboru p(x, X B) s inverzni teplotou
B =71 =1/kT, kde nyni T je absolutni teplota a k je Boltzmanova konstanta. Zopakovanim
predchoziho postupu dospéjeme k nésledujici reprezentaci

"

K(x',x;—iht) = p(x,x ;7) = (x |exp(—HT)|x ) =

"

x(1)=x
[ pxtess (= [ ® vt ) (40

Vsimnéme si, Ze posledni vyraz se lisi od (20) ndhradou oscilujici exponencidly exponecidlou
klesajici (pro potencidl V(x) zdola ohranic¢eny), coz zlepSuje vlastnosti konvergence driho-
vého integralu. Tento postup se pfenasi i do teorie pole, odpovidé prechodu z Minkowského
prostoro¢asu do Euklidova prostoru. Mira Dx(t) sice opét neexistuje, existuje vak mira? for-
malné definovand formuli'® (Pro zjednoduseni zapisu od této chvile az do konce podkapitoly

9Jakozto mira na prostoru spojitjch funkci na intervalu (0, 7) spliiujicich podminky x(0) = XI,X(T) =x"

spocetné aditivni na o-algebfe borelovskych podmnozin.

)

10Zcela analogicky lze zavést Wienerovu miru na trajektoriich spojitych na intervalu (t,7t”) spliiujicich
podminky x(t ) = x ,x(t ) =x , formuli

"

t N2
dW(x ,x ;t ,t) =Dx(t)exp (—/ dt@) ;
tl

jedind zména v nésledujicich definicich spoéiva v polozeni to = tat,=t .V nékterych vypoctech budeme z

divodt symetrie vyslednych vyrazt pouzivat tuto “Casové posunutou” miru.



klademe m/h? = M.)

;o T Mx(t)?
dW(x ,x ;7) = Dx(t) exp (—/ dt 2( ) > , (41)
0
na prostoru funkei W spojitych na (0, 7), spojujicich body x ax . Tato tzv. Wienerova mira
byla zndmd pfiblizné dvacet let pfed Feynmanovou praci [1] a pouzivand v teorii difuznich
procesi'l.
Naznacme, jak lze tuto miru rigorézné definovat. Zakladnimi mnozinami, jejichz mira je

definovana, jsou tzv. cylindrické mnoziny, urcené sadou bod tp = 0 < #; < ... < t; <
.<tp =1, 3=1,...,n—1 aintervali I;. Prislusnd cylindrickd mnoZina je pak urcena

podminkou
Mt} ALY = {(xWlx(t) € Iy j=1,...,n—1} (42)

Mira takovéto mnoziny je pak podle definice

! "

WO KM ) = [ awed )

M 92 M(x; —x;_1)?
(H / ddxl) (QW( - tj—1)> =P (_ 2(?7]' - tj]—11) > ’ “3)

kde xg = x a X, = x . Definujeme-li

A d/2 X” _ X, 2
Wx,x ;7)(W) = <£> exp (—M> , (44)

2T 2T

jsou tyto definice konsistentni diky semigrupové podmince platné pro jidro matice hustoty

: B2\ (M N\ (M X
O exp (—“ - “>m> = () oo (‘ﬁ) |

Roli jednoduchych funkci, jejichz integral lze spocitat, hraji konecné linearni kombinace cha-
rakteristickych funkci cylindrickych mnozin a jejich limity, tzv. cylindrické funkce. To jsou
fakticky funkce pouze koneéné mnoha funkénich hodnot funkce x(t):

Flx(t)] = f(x(t1),x(t2), ..., x(tn-1))- (45)
Integral takové funkce je pak
/ AW (x, " 7)Fx(t)] =

n—1 n X 2
(/ 11 ddX@) 11 (27r(t Aft] 1) ) eXp( & 2t —tjj 11)) >f(x(t1)’m’x(t"_1)) 1o

Diskrétni aproximace drahového integrélu (40) pak odpovida aproximaci integrovatelné funkce

Flx(t)] = (/dtV )

. Y 2
"Poznamenejme, 7e analogickd mira Dx(t)exp (%IOT dt%) neexistuje. Divodem je pravé oscilujici

komplexni exponencidla.
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cylindrickou funkci
F,[x(t)] = exp Z V(x(j(7/n)))(T/n)

Pro spojité funkce V (x) a x(¢) konverguji tyto cylindrické funkce k integrandu F'[x(¢)], takze
ve smyslu integralu s Wienerovou mirou mame

K(x',x;—ifir) = / AW (x, %" 7) exp (- /0 ’ dtV(x(t))). (47)

Tato formule se v této souvislosti nazyva Feynmanovou-Kacovou formuli. Fakt, Ze tento in-
tegral existuje '? ve smyslu teorie miry umoziiuje zachizet s nim podle pravidel platnych pro
obyéejné integraly'?

Uvedme nékolik pozndmek k vlastnostem Wienerovy miry. Pravd strana “definice” (41)
vznikla formélnim limitnim prechodem

n—1 d/2 n MX()-X(t;1)?
M _3 : L
llm ddxj (—) e J=1 Z(tj_tj_l) y (48)
]_IIl 27 (t )

n—00,tj—tj_1=7/n j tj_l

avSak ani jeden z faktorid nemd dobie definovanou limitu pro n — oo, t; — t;_1 = 7/n pro
obecnou spojitou funkci x(¢). Proto nelze spoléhat na intuici a odvozovat vlastnosti Wienerovy
miry z této symbolické formule.

Ukazme dva prtiklady, kdy dochézi k rozportim mezi intuitivaim chiapanim Wienerova
integralu a jeho rigoréznimi vlastnostmi ve smyslu teorie miry. Pf¥iklady jsou instruktivni i z
toho divodu, ze ilustruji postupy pouzivané pro integraci jednoduchych cylindrickych funkci
a umoznuji ziskat “kvantové mechanickou” intuici pro drdhové integrovani.

Formule (41) zdanlivé implikuje, ze rozhodujici typ trajektorii, které pf"ispl'vaji do Wie-
nerova integralu, jsou ty trajektorie, pro néz je (volnd) akce S[x(t)] = [; dt—=—~ Mx() konecna,
nebot v opac¢ném pripadé je pfispévek potlacen exponencialnim faktorem exp(— S [x(t)]). Po-
znamenejme, ze akce je definovana pouze pro diferencovatelné trajektorie, zatimco Wienerova
mira je mirou na prostoru vSech spojitych trajektorii, proto definujme pro obecnou spojitou
trajektorii, inspirovani formalni limitou* (48),

Six(t)] = lim sup Snlx(t)]
n—00,t;—tj_1=7/n
n N\ . 2
= lim sup Z Mx(t;) = x(tj-)) . (49)
n—}oo,tj—tj_lzT/njzl 2(t] _tjfl)

Uvazujme positivni funkcionaly'>

Gplx(t)] = exp(—eSu[x()]), (50)

12Existence je zarudena napf. pro spojity a zdola omezeny potenciil V(x), takovy, Ze operator % + V(x)
je v podstaté samosdruzeny.

13pro Feynmaniy drahovy integrdl naproti tomu nejsou tato pravidla apriori zarucena.

14Abychom zajistili existenci pro kazdou uvazovanou trajektorii, definujeme akci jako limitu superior. Takto
definovand akce je pak bud konecna nebo rovna +oo, pfifemz pro spojité diferencovatelné trajektorie tato
definice souhlasi s formuli S[x(t)] = [ o dt=—5— Mx(t)2

15V dal$im budeme &asto funkce na prostoru trajektorn W nazyvat funkciondly, abychom je odlisili od funkci

x(t), které jsou prvky W.
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kde € > 0, a spoc¢téme jejich integral vzhledem k Wienerové mife. Jedna se o cylindrické
funkciondly, je tedy podle definice (46)

/dW(X,,XH;T)Gn[X(t)] =

n—1 ‘. n ( M >d/2 (_M(X'—X‘1)2>
/Z:H1dXZ-H 2wty — 1)) Z(tj‘—tjjfl)

J=1
X exp —52% —M(Xj — Xj_1)2 =
=2t —tj-1)

n—1 n M d/2 M(1+5)(x-_x-_1)2
/ZH1 l (W) P (_ 2(t; _th_l)g > (51)

J=1

Integrand se 1isi od analogického integrandu na pravé strané (43) preskalovanim hmoty M v
exponentu faktorem (1+¢), pokud bychom pieskalovali M také v pfedexponencidlnim faktoru,
dostali bychom vyraz pro Wienerovu miru cylindrické mnoziny urcené posloupnosti casii ¢; a
intervalii I; = R (tedy celé mnoziny spojitych funkci W) s parametrem M — M(1 +¢). Je
tedy

/dW(x,,x”;T)Gn[x(t)] =(1+ 6)_"d/2W(x,,xH;T)(W)

R (M(l + s))d/2 exp (_M(l +o)(x' — x’)2> . (52)

2rT 2T

Vsimnéme si dale limitniho funkcionalu

Goolx(1)] = exp(~eS[x(t)]) = lim inf G,[x(0)]

Ziejmé se anuluje pro ty trajektorie, které maji nekonecénou akei (49). Pro trajektorie s koneé-
nou akei (ozna¢me mnozinu takovych trajektorii symbolem Wyipite) je nenulovy a positivni.
Pfitom pro integral tohoto funkcionalu plati'®

"

0< /W AW (x, %3 7) G [x(1)] = / AW (x, %3 7) Goo [x(1)]

finite

n—o0

= / dW (x', x5 7) liminf Gu[x(1)] < liminf [ dW(x,x";7)Gulx(#)] = 0. (53)

To je mozné jen tehdy, ma-li mnozina Wy, Wienerovu miru rovnou nule. Tedy do Wiene-
rova, drahového integralu trajektorie s konecnou akci vitbec nepfispivaji!

Dalsi chybny intuitivni zavér, ktery sugeruje “spojitd” formule (41), je, Ze do drahového

integralu by mély ptispivat ty trajektorie, pro které méa prava strana této formule smysl, t.j.

167 de uzivame Fatouova lemmatu zndmého z teorie integralu, které pro posloupnost positivnich méfitelnych
funkci f, na prostoru X s mirou dpu dava odhad

/ dpliminf f,, <lim inf/ dpfr.-
x x

n—00 n—00

12



diferencovatelné trajektorie. Pro takové trajektorie plati |x(s) —x(t)| = konst.|s—t| pro s — t.
Ukazme nyni, ze chovani trajektorii, které jsou podstatné pro Wienertiv integral, je pro s — ¢
odligné, totiz'” |x(s) — x(t)| ~ konst.|s — t|*, kde a < 1/2.

Budeme postupovat podobné jako v predchézejicim pripadé; zvolime vhodny funkcionl,
ktery se anuluje pro trajektorie s vyse uvedenou vlastnosti a pro ostatni trajektorie je posi-
tivni, a ukdzeme, Ze jeho integral je roven nule.

Uvazujme funkciondly

X{Ss) — X 2

a spoctéme jejich integral. Jedna se opét o cylindrickou funkci, zavisejici na hodnotach trajek-
torie x(t) ve dvou bodech. Misto abychom poéitali p¥imo integral [ dW (x",x ¢, YHj [x(-)],
spocitejme pomocny integral

x(s) — x(t))?
I(8) = /dW(x”,x,,t”,t/)exp (-%ﬁ(x(s) —x(t))2 + %%)

- (%)m (%(iw— t))d/2 (%(tM— t'))d/2 / A

M , M (x" —x,)? M (x;—x)?
—Pxs — ST T T o | 4
XexP( g s = %) = T T S (54)
ktery vyuzijeme v dal$im. Ziejmé plati
[ 0] = I+ ) (55)
X ,X,t, s,t[X - s — ¢ (s—t)2a'

Integrace v (54) vede na vypocet 2d-dimenzionadlniho gaussovského integralu, pfipomefime
obecnou formuli pro integral tohoto typu:

2

1 1/2 1
/ddxexp <—§XT “A-x+bl- x) = det (X) exp <§bT CATE -b) . (56)

V naSem pripadé méa 2d x 2d matice kvadratické formy tvar

1
— +08 -8
A=M| t s
( =B t—lt' +p > o
a 2d-dimenziondlni vektor b je
”#XII
b=M| ©79, |. (58)
=k

Pro determinant matice A mame

daA:MM<1+m#—f—@—wUd (59)

(= s)(t—1)

1" Takové funkce se nazyvaji a-Holderovské s o < 1/2.
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a inverzni matice je

L1 (T =s)(t—t) L +8 B
A 1_M1+6(t"—t'—(s—t)) ( 5 t,,1_5+5 ) (60)

Po dosazeni do formule (56) obdrzime'®

18) = (WM—t))m (3 TR mres = t>>>d/2

M v p
X exp (—7()( _X)Ql—i—ﬁ(t” —t'—(s—t)))' (61)

Tedy

o (M (5 — t)201 d/2
/dW(X , X ,t ,t )Hs,t[x(')] = (% (t” _t’)(l 4 (8—25)20‘71) _ (3 _t)>

M . 1+ (s—t)2at
X exp (—7()( _X)2(t” —t')(l—i—(s—t)zal)—(s—t))'

Uvazujme nyni, zcela v analogii s pfedchozim pripadem, limitni funkcional

Hilx()] = lim it H, fx()] 2 0, (62)

ktery se ziejmé anuluje pro ty trajektorie, pro néz lim sup,_, .+ |x(s) —x(t)|/|s —t|* = oo, tedy
nosi¢ Hy[x(-)] (ozna¢me ho W,) obsahuje specielné vSechny funkce, pro néz |x(s) — x(t)| =
konst.|s —t|® pro s — t a § > «. Je-li nyni @ > 1/2, mame podobné jako v predchozim
pripadé
0< [ aw X ¢ OO = [ WK Hilx ()
= / AW (x',x &, ¢ ) liminf H ;[x(-)] < liminf [ dW (x ,x ,¢ ,t )Hs[x(-)] =0.  (63)
s—tt s—tt
Tedy Wienerova mira mnoziny W, je rovna nule a specielné diferencovatelné trajektorie, pro
néz je B =1, do Wienerova integralu neptispivaji!
Jak jsme predeslali v pfedchozi podkapitole, je to pravé tato vlastnost, kterd zodpovida
za nekomutativitu operatort fyzikalnich pozorovatelnych v kvantové mechanice.
Spoétéme jestd jednu charakteristiku Wienerovy miry - “st¥edni hodnotu” kvadratu vadalenosti'®
(x(s) — x(t))%. Pomoci predchoziho vysledku mame
f dW(X”, XI7 t”7 t,)(X(S) — X(t))Q
de(x,,7xl7t’,7t’)
2 0
—3r951(B) s
[dw (x", %', t" 1) ==
d (s—t)(t' =t —(s—1)  (s—1)°(x —x)?

M (t” — t/) (t” _ t/)Z ’

((x(s) — x(t)))

18Viimnéme si, e pro 3 = 1/(s — t) zreprodukujeme formuli (44) pro Wienerovu miru prostoru trajektorii
W.

197 j. interpretujeme-li Wienerovu miru jako (nenormovanou) pravdépodobnostni miru; normalizace ve
vztahu (64) je urfena z podminky jednotkové miry mnoziny W. Takto chdpand Wienerova mira je svazdna
se stochastickym Wienerovym procesem, ktery je spojitou limitou ndhodné prochézky (Brownova pohybu) po
d-dimenziondlni m¥izi, podrobnosti viz [9].
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(64)

tedy pro s —t — 0 je ((x(s) — x(¢))?) = (d/M)(s — t), coz opét odrazi nediferencovatelnost
typickych trajektorii?°.

Na zavér ukazme, jak nediferencovatelnost trajektorii vysvétluje kompatibilitu pz- a zp-
reprezentace v prikladu bezspinové ¢astice ve vnéjsim (statickém) elektromagnetickém poli%!
s hamiltonidnem (29). Po analytickém prodlouzeni ¢ — —ih7 dostaneme pro matici hustoty
pz-reprezentaci

(x'le ™ |x) = nlLIgo/dW(x”,x,,T,O)e_Sg—,
kde

~Sh = D CCAGK( 1) () — Xty 1)) — - ($(x(t 1) — 5 (V- A) (el ). (65)
j=1

Poradi limity a integralu nelze zaménit, nebot limita integrandu neexistuje pro skoro vSechny
trajektorie. Jak se vSak lze piesvédéit??, pro velkd n charakteristické trajektorie, piispivajici
do Wienerova integralu, spliuji (srov. (64))

JAW (", %, 7,0) (@, (t) — 2 (tj-1)) (s (t) — ws(tj1)) o TH?
[AW (x",x', T,0) nm’

Proto 1ze psat pod integralem

ie ie
7 AG(t-1)) - (x(85) = x(tj-1)) = S Ax()) - (x(5) — x(t5-1))
ie
=5 (x(tj) =x(tj-1)) - VA(x(2))) - (x(t5) — x(t;-1))
ie ieh T
~ o AG() - (x(t) = x(t 1) = o = (V- A)(x(t)):
V ostatnich clenech lze zaménit ¢asovy argument ¢; | za t; beze zmény hodnoty integralu,
nebot trajektorie jsou spojité. Tedy reprezentace (65) je ekvivalentni reprezentaci uzivajici
xp-usporddani

(x |e”™|x') = lim /dW(X”,XI,T, 0)e B+,

n—o0

kde

S = Y (o AG() - (x(t5) — x{t51) — oL (9(x(1)) + 5 (V- A)x(). (66)

J=1

Zcela analogicky lze ukdzat kompatibilitu s Weylovskou formou, v tomto piipadé je opét
zména X; — X; podstatna jen ve “Clenu s derivaci”

ie ie
wAG(t-1)) - (x(85) = x(tj-1)) = S AX(E)) - (x(85) — x(t5-1))
2OInterpretovano v terminech pifslugného stochastického procesu, ¢astice urazf stiedni vzdalenost tmérnou
druhé odmocniné ¢asu. To je typickou vlastnosti Brownova pohybu.
21Budeme predpokladat hladkost vektorového potencidlu A*.
22V nésledujicich podkapitolach vyvineme pohodlné procedury pro dikaz podobngch tvrzeni.
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ie

— o7, (x(ty) = x(tj-1)) - VA(x(t;) - (x(t;) — x(tj-1))

S AGE()) - (xl) ~ x(150) — o (V- A)x(ty))
a kvantova korekce je tedy efektivné eliminovana.

Znovu pripomenme, ze formulovat Feynmantv drahovy integral v terminech (komplexni)
miry na prostoru W nelze, i kdyz zpisob vypoctu jeho diskrétnich aproximaci se po formalni
strance nelisi od vypocétti Wienerovych integralti cylindrickych funkci a nékteré kvalitativni
rysy (jako je charakterizace trajektorii relevantnich pro drahovy integral) lze s jistou licenci
pouzit i zde.

V dalsim opustime Wienertv integral a spocteme nékteré elementiarni Feynmanovy dra-
hové integraly.

1.4 Céastice v ¢asové zavislém homogennim vné&j$im poli

Uvazujme systém s ¢asové zavislym hamiltonidnem
IA)Q
H(t) = J— —F(t) - x, (67)

2m

kde F(t) je c-¢iselna funkce. F(t) piestavuje ¢asové zavislou vnéjsi silu plsobici na ¢astici s
hmotou m. Jadro evoluéniho operatoru je dano drahovym integralem?3

" "

y x(t )=x i ¢! %(1)?
K[F(t)](x ,x;T) :/ ., Dx(t)exp (ﬁ /t’ dt(m% + F(t) X(t))> , (68)

x(t )=x
kde T'=t" —t. Diskrétni aproximace je

" 4

KF@)](x ,x;T) =

. nd/2 n T
Jim <2th> / H d%x; exp — > . Z ( (x5 — x;-1)° o TFi-1 'leg> ; (69)

kde F; = F(t +j(T/n)). Integrace pies x; je gaussovskd (srov. (17,18)). Kvadratickou formu
v exponenciile

n T
s Z ( —xj1)? o7 TFi-1- Xj—lg) ; (70)

ktera je nediagondlni (a tedy nelze bezprostiedné pouzit formule (17)), pfepiSme na vyhodnéjsi
tvar

i Z—z —i—ZzJ kas—i—yo Zfs , (71)
j=1

j=1

VEimnéme si, ze v tomto pifpadd evolu¢ni operdtor neni dén formuli U(T) = exp(—+ HT), ale formuli

U(T) = Texp(— f dtH(t)), kde T zna¢i ¢asové usporadani. Reprezentaci (68) pak dostaneme pomoci
nasledujiciho vztahu pro T-exponencidlu

. t” . . .
T exp (—%/ dtH(t)) = lim exp <—%8H(tn71)) exp (—%8H(tn72)> ...exp (—%sH(t@) ,
t’ T —r 00

kde t; = (t +je)aec=(t —t)/n, auztim Lieovy formule.
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kde jsme definovali ¢ = (T'/n),y; = (m/h)'/*x;, f; = F(t +§(T/n))/(mh)/? az; = y;—y; 1.
Pfitom lze uméle rozsirit integraci i na proménou z, dodanim dJ-funkce, vyjadrujici vazbu
_] 125 = (yn - y0):

n—1 p h (n 1 d/2 n d d n
[T d’x; = (E) H d%2;6D (3" 25 — (yn — ¥0)), (72)
j=1 =

kde yo = (m/h)"*x" a'y, = (m/h)"/?x". S pouzitim integralni reprezentace

d) nz-— n— = iex . nz-— n— 73
(32 = ru =) | G p( 3wt YO))) (73)

obdrzime nasledujici snadno spocitatelny gaussovsky integral s diagonalni kvadratickou for-
mou v proménnych z;, j =1,... n:

Kn[F(t)](x",x';T) _ (2:$T>nd/2< >n 1d/2/Hddz] d%a

n—1 n—1
eXP(i(Z—Z +ZZ3 ka8+a)+zn'a+}’0'ijf—a'(yn—}’o)))- (74)

J=1 Jj=1 k=j Jj=0

Po integraci pies z; mame

" I nm nd/2 h (nfl)d/2 o ) n—1
Kl 7) = (5o )™ (2)7 7 e e (v Xt

m =0

dg n—1 n—1
/(gﬂ)d ( (na®+ > (> fre)? —I—2Z kae }’0)). (75)
j=

Jj=1 k=j

Zbyvajici gaussovskd integrace je opét snadné, jako Vysledek obdrzime

L m d/2 i _ 2
Kn[F(0)](x ,x;T) = (zth) P <%>

. n—1ln—1
X exp(21T Z Z e + 2Ty, - Z fie+
J=1k=j
n—1n—1 n—1 n—1
(DD 8% =D (D fi)?neh)). (76)
J=1k=j J=1 k=j

Zbyvéa provést limitu pro n — 0o, e = 0, ne =T = (¢t —t'). Pro spojitou funkci £(¢) mame

pro n — oo:
n—1

2Myo- 3 iz — 2y / (" — £)E(L), (77)
7=0

n—1n— n—1 !
o)EZ o = 2ym — y0) - 3 % = 2y — o) - / de(t —£)E(),  (78)
j=1 k=j j=1
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nebot je = (t; — t),

n—1n—1

- )% —>/, dtds(t —t )(s — t YE()E(s), (79)
J=1k=j
a konecneé
Tirlz:lfk ne —>T/ dT/I dtdsO(t — 7)0(s — ) (t) - £(s) =
J=1 k=j
T/t,t dtdsf(t)-f(s)(&(t—s)(s—t')+9(s—t)(t—t/)). (80)

Pro jadro evoluéniho operatoru tedy obdrzime konec¢ny vysledek ve tvaru

K)o 51) = (i) o (M2

2mihT 2T

" t” 4 ! t” n
X exp( o (2 / AF()(t — 1) + 2x / AF () — 1)+
t t

%/; dtdsF(t) - F(s)((t—t ) (s —t) =0t — s)(s —t )T — O(s —t)(t —t)T)))  (81)

Jako specidlni pripady dostaneme odtud jednak dobie zndmy propagator volné ¢astice

Ko(x”,x’;T) = ( m )d/Z exp (M) ’ (82)

2mihT 2T

jednak propagator ¢astice v linedrnim potencidlu

noo m d/2 im(x —x)2
KF](c,x:T) = (zmmv) exp %

: 3
X exp (%(Tx F+Tx - F—lT—F )) (83)

2m

1.5 Linearni harmonicky oscilator

Dalsim elementarnim drdhovym integralem je drahovy integral pro linedrni harmonicky osci-
lator s hamiltonidnem

2 2.2
D mw e
H=_—— 4
2m + 2 (84)
Diskrétni aproximace pro drahovy integral
"o x(T):xH 1 T t(t 2 2 t 2
K(z ,2z;T) :/ Dx(t) exp l/ dt(mx( )| mwe(?) ) (85)
z(0)=a' h Jo 2 2
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je

n—1 2,2

" I m TL/2 i n m(w —w'_l)z mw-"xr._ 1€
Knlz,25T) = (27rih5> / H dz;j exp (ﬁz ( ; 2e ; B 2j : » (86)
j=1

7=1
kde e = (t' —t')/n. Pfechodem k proménnym y; = (m/he)"/?z; mame

. m\Y2 1N e - (i —yi)® @Y
K,(z ,z;T) = (h_6> <%> /jl;[ldyjexp 12 5 - 5 . (87)

j=1

Integral na pravé strané predchozi formule je opét gaussovsky s nediagonalni kvadratickou
formou v exponencidle. Pfipomenme obecnou formuli pro takovy integral:

1 2m\ 1/2 1
/ddxexp <—§XT “A-x+bl- x) = det (K”) exp <§bT CATE -b) . (88)

V naSem pfipadé je n — 1 rozmérnd matice A rovna

A, 1 =—2ai| 7 2007 20 , (89)

kde a = 1 — (1/2)w?e?, a n — 1 rozmérny vektor b je roven

'
T

b=—i (%)W 0 . (90)

"
x

V tomto oznafeni mizeme piepsat vyraz na pravé strané (87) na tvar

m\1/2 /1 \"/2 o
(77) (ﬁ) / "y

1 im 12 "2 12
exp (——yT Ay by — (T Wi )) (91)
2 2¢eh
Pro determinant matice A, | piSme
1
1, T%,O, ....... ,0
%,11, —2a,10,.. ,0
det A,,_; = (—2ai)" "' det 0.=2¢: 1,724, 0,0
1 1
0, .. ’ T 2g7 ].7 T%
0, cvvnn... T
= (—2ai)" tdet B,_; = (—2ai)" !B, _; (92)
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Pro posloupnost B,,_; = det B,,_; obdrzime?* nésledujici rekurentni vztah:

—%,—12%1,0,.... ,0
0,1,T%,0,.1....,0
1 =,1,—5
B, 1 = B, o+ 2—det 0. =2q: 1724, 0,0 (93)
a | e
07 3 _%7 17 T%
0,cevnnnt. =50, 1
1 2
= Bp2-— (%) By 3. (94)
Pocéatecni podminky pro tuto rekurentni rovnici jsou By = B; = 1, jimi je feSeni uréeno
jednoznacéné. ReSeni hledejme ve tvaru®® B,, = Kq", pro g tak dostaneme rovnici
2 1
¢ —q+ 242 = 0, (95)

kterd mé dva koreny

a+iv1 — a?

= 96
G 5 (96)
Obecné feseni rekurentniho vzorce (93) je pak
B,=K.¢"+K ¢". (97)
Pro vysSeuvedené pocateéni podminky dostaneme
1—
Ki=+ & _ 4 ¢ , (98)
a9+ —4q- a9+ —4q-
tedy
gy —q~
B, ="+, (99)
4+ — g-

Piseme-li @ = 1 — (1/2)w?e? := cos B, potom B = we + O(e?) a mame g1 = (1/2a) exp(£if),
tedy B, 1 = (1/2a)"!sinnB/sin 8 a odtud obdrzime det A, | = (—i)" ! sinnB/sin 3. Pro
limitu faktoru pred exponencidlou pak dostaneme

I (ﬂ)lm <L>n/2det< 27 )1/2 _ ( m  sinf >1/2
n50 \ Tie omi A1) n55% \2rihe sinng

(e )” y (100)

2mih sin wT

Spoctéme déle kvadratickou formu ve exponenciile vyrazu (88). Mame

1 T 1 im 12 "2
im .12 _ .on2 _ A7 _ 12 "2
%l (1:10 A D +iz (A Dpcipar H2iz 2 (A )ipr +2 43 ) . (101)

24V prvnim kroku rozvojem podle prvniho ¥adku, v druhém kroku pak rozvojem podle prvniho sloupce.
% Toto je obecnd metoda Fefeni linedrnich rekurentnich rovnic, poviimnéte si analogie s FeSenim obyé&ejnych
linearnich diferencialnich rovnic.
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-1

Diky tvaru matice A;,_; mame A~ ;| = Aﬁ Pritom

_, detA,_o sin(n—1)8
A7l = nos - : 102
LT et A, | smng (102)

podobné

- - e 1\"2  sing
A7y = (=1)"(det Ap_1)~' (—2ia)" "> (—%> =g (103)

Kvadratickd forma (101) v exponenciele je tedy

im 2 w2, sin B cosnf + sinnB(l — cos ) v nosin

— | (zr +z ) - 2z

2eh sinng sinn(

. imw
2h sinwT

Celkem tedy mame pro propagator harmonického oscilatoru nasledujici formuli

<c0s wT(ayl2 + :v,,z) - 235’:10”) . (104)

!

"o x(T):x/ 1 T y 2 2 2
K(z ,z;T) :/ Dx(t) exp l/ dt(mx(t) _ mwe(t) )
z(0)=a¢' h Jo 2 2

1/2 :
mw 1mw 12 "2 ron
== - T —2 . 105
(27rihsian> exp <2hsian (coswT (@ +2") ”)) (105)

1.6 Gaussovské drahové integraly

Elementarni drahové integraly, které jsme spocitali v predchozich podkapitolach vedly na
mnohadimenzionalni gaussovské (presnéji fresnelovské) integraly typu

1 2m\ 1/2 1
/ddxexp <_§XT A -x+bl. x) = det (KW) exp <§bT AL b) , (106)

kde A je regularni symetrickd matice. VSimnéme si, Ze kvadratickd forma v exponenciile na
pravé strané tohoto vyrazu je rovna

1 1
§bT~A’1-b:—ix*T-A-x*—i—bT-x*, (107)

kde x4 je stacionarni bod kvadratické formy v exponenciile integrandu, tedy takové x, pro
néz plati

o (1 , T B
&<§x -A-x—b -x>—0. (108)

Napf. pro harmonicky oscilator méla tato podminka tvar

1 <(%‘+1 — ) (w— i)
9 £ £

) twie; =0, zo=a, x, =", (109)

coz neni nic jiného, nez diskretizovand varianta klasické pohybové rovnice s okrajovymi pod-
minkami

d? ' "
@x(t) +wz(t) =0, z(0) =z, z(T) == . (110)
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Resen{?® této rekurentni rovnice (109)

" 1o " 1o
z — g e fn igj — g elfn

e (¢ 111
% sinng %isinng = (111)

T4 =

v limité n — oo prechézi v feSeni diferencidlni rovnice (110)

"

() 7 — g e T it . — ' elwl it
z(t)=—e“"'— — ¢
21 sinwT 21 sinwT
n sinwt rsinw(T — t)
= T 112
sinwT' + sinwT (112)

Neni obtizné se presvédcit, ze kvadratickd forma v exponencidle propagatoru (105) je pravé
klasickd akce spoctend pro trajektorii (112). Tedy misto pocitdni s diskrétnim p#iblizenim
(coz, jak jsme vidéli v pfedchozim, vede na dosti neprehledné gaussovské integrovani) jsme
mohli pfimo vyjit z podminky pro stacionaritu akce, resit klasickou pohybovou rovnici a
vysledek pak dosadit do formule pro klasickou akci.

Totéz zlistdva v platnosti i pro obecnou kvadratickou akci v exponencidle integrandu
drahového integralu, tedy napf. i pro ¢astici v ¢asové zavislém homogennim vnéjsim poli. Je-
li tedy klasicka akce kvadratickd, nemusime provadét pracnou mnohodimenzionalni integraci
a vyraz v exponencidle obdrzime “klasickymi” metodami.

UkaZme jesté, jak lze obdobné ziskat i predexponencialni faktor?”. Pisme propagitor ve
tvaru

K(:r”,x’;T) = F(x”,:v,;T) exp (%Sklas(:v”,x/;T)> . (113)
7 podminky unitarity pro propagator mame

" !

/da;K(a;”,a;;T)K(a;,,:r;T)* =0z —x)
i

:/dxF(a;”,a;;T)F(x',x;T)*exp (h

(Sklas(x”w%‘;T) - Sklas(mlax;T))) . (114)
Pro z' — ' — 0 lze psét

" !

" ! ' T
Sttas (@125 T) = Shias (@, 1 7) = (& — o) PMas(@, T T),

ox

Provedme nyni v integralu (114) substituci

_ aS’flCLS (*TI » L3 T)

fvv s

" / 825 as ,, 7T' - / 1 " /
fz —x)= /dy ( kl&v(’:gxx )> |F(z ,z;T)|% exp (%y(ac -z )) . (115)

26Metoda Fedeni je stejnd, jako v piipadé rekurentni rovnice pro determinant B, ;.
2"N4sledujici argumentace nenf p¥ili rigorézni, slouzi spide jako motivace, vysledek je nicméné spravny.
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A7 na fazi musi tedy byt

noo 1/2
1 aZSk:las(:I; » & 7T)> / (116)

F n /. T _
(@257 (27rh ox" ox'

Porovnanim s gaussovskymi integraly spoc¢tenymi v pfedchozich podkapitolach mame konecné

2 rel. 1/2 | [
K(.T”,:U,;T) _ ( 1 0°Spas(z , aT)> exp (iSklas(x , ;T)) . (117)

 2rih oz 0z’ 7

Zobecnéni pro gaussovsky drahovy integral v d-dimenzionalnim pifipadé€ je pfimocaré, pri-
slusné formule zni

7 /2 .
" ’ 1 82Skla5(x , X 77_') ! 1 " l
K ;1) = — — ;1) . 11

(X » X3 ) det ( omih ax;/ax; €xp (hSklas (X » X3 )) ( 8)

Faktor pfed exponencidlou je tzv. van Vleckiv determinant.
Van Vleckiv determinant lze déle interpretovat zpisobem, ktery je “spojitym” zobecné-
nim formule (106). PiSeme-li diskrétni aproximaci kvadratické akce ve tvaru

1
Sn(Xn-1) = —§x£_1 Ap 1 Xp1 b X, (119)
kde xI'_| = (z1,72,...,7,_1), mdme pro néj*® nisledujici vyjadien:
1/2 (n—1)/2
m m
li —— —2A, . 12
n00 (27rih6> ( 6) det el (120)

Napf. pro harmonicky oscilator mame
1
E(Anfl : Xnfl)j =

1 s e
me ((*T]Jrl ;) _ (#j —wj1)
£ 9 £

) + mwza;j =0, 20=0, =, =0. (121)

Ve spojité limité prechizi matice %An,l v diferencidlni operator A, v ptripadé harmonického
oscildtoru je tento operdtor A = m (% + wz). Predexponencidlni faktor tedy bude v limité
n — oo “amérny” determinantu (t.j. sou¢inu vlastnich hodnot) operatoru A.

Zde je tfeba ucinit dvé poznamky. Abychom spocetli prislusné vlastni hodnoty a mohli
vy¢islit determinant, je nutné vymezit vektorovy prostor, na kterém je operator A definovan,
t.j. definovat okrajové podminky pro funkce z(t). Okrajové podminky z(0) =z, z(T) = "
pouzit nelze, nebot nedefinuji vektorovy prostor. Okrajové podminky, odpovidajici diskrétni
aproximaci, jsou (srov. (121)) z(0) = z(T") = 0. Intuitivné lze tento fakt vysvétlit nasledovné.
Pisme

:U(t) = Tklas (t) + Tkvant (t), (122)

!

kde Tp44(t) je Feseni klasické pohybové rovnice s okrajovymi podminkami?® z,,(0) = =,
Trlas(T) = ' a Zkyant (t) predstavuje kvantové fluktuace kolem klasické trajektorie. Ziejmé

28Pro jednoduchost uvazujeme jednorozmérny p¥ipad.
P Tedy to feSeni, které dosazujeme do klasické akce Sklas(az”7 T 7).
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plati Zgyant(0) = Trpant(T) = 0, tato podminka jiz vektorovy prostor definuje a urcuje jedno-
znacné vlastni hodnoty operatoru A. Akci lze pak zapsat ve tvaru (zde vyuzivime toho, ze
Trias(t) je TeSeni klasické pohybové rovnice, proto “smiSené” ¢leny v akci vypadnou)

" ’ 1 T
Slz(t)] = Skias(z 2 ;T) — 5/0 dtZkvant () AT kvant (t)-
Predpokladame-li dile transla¢ni invarianci “miry” Dz(t), t.j.
D.’I)(t) = kavant(t)a (123)

mizeme formalné psat

ok Skias(e 25T /mkvam(T)_O D kvant (t)efﬁ N dt@kvant () Akpant (t) (124)
Trvant(0)=0
Tedy v gausovském drahovém integralu je predexponencidlni faktor uréen integrialem pres
kvantové fluktuace zyyane(t).
Druhd poznédmka se tyka existence determinantu operatoru A. Napft pro harmonicky osci-

. . . ‘ daz 2 N, — ok\? _ 2 =
lator mdme pro vlastni hodnoty operdtoru m ( 3z + w*) formuli Ay = —m | ( 7 w), k=
1,2,..., soucin vlastnich hodnot tedy diverguje. Normalizujeme-li vSak vlastni hodnoty na

d2

vlastni hodnoty operdtoru m g, (tedy normujeme-li predexponencidlni faktor na predexpo-
nencidlni faktor volné ¢astice), dostaneme regularizovany determinant

Detpg (m (;—; +w2>> = Det (m (;—; + w2> / (mj—é))

11 (1 - (%)j - SiZ;T. (125)

Predexponencidlni faktor (120) lze tedy pro harmonicky oscilator psat ve tvaru

" ! 1/2 — d2
F(z',2:T) = (27:;T> Det,'/? <m (@ +w2>> , (126)

kde jsme vyuzili znalost predexponencidlniho faktoru pro volnou ¢astici. V obecném pripadé
pak

" 4 1/2 —
F(z',z;T) = (%?%T) Det;'/?A, (127)

kde regularizovany determinant je opét normovany na determinant operatoru md?2/dt2.

Tento vysledek lze chapat také jako vztah mezi dvéma vyjadienimi funkcionalni miry
gaussovského integralu. Rozvineme-li trajektorii Zyyent(f) do vlastnich funkci (méda) f,(¢)
operatoru A, t.j. piSeme-li

P) = Tatas(t) + 3 T fa(0), (128)
n=0
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faktorizuje se integrand v terminech proménnych z, na soucin jednodimenziondlnich gaus-
sovskych integralt a lze symbolicky psat

m O\ 12
Dz (t) = Dapyant (t) = (27rihT> Det!/? (ﬁm@> H dzy,. (129)

Poznamenejme, ze formule (117), (118) lze pouzit tehdy, existuje-li pro dané T =t; —t;,
z ax pravé jedna klasicks trajektorie spliwjici okrajové podminky® «(t;) = «', (¢ 7)) = z .
Zatimco existenci a jednoznacnost mame obvykle zarucenu pro pocateéni podminky z(¢;) =
z, &(t;)) = v (oznaéme takové FeSeni x(t;t;, 2 ,v')), v piipadé vyse uvedenych okrajovych
podminek tomu tak neni. Rovnice
z(ts; tyz v =1a (130)
totiz nemusi mit jednoznaéné feseni vzhledem k v', nebo nemusi mit feSeni pro libovolné =",
ale jen pro speciidlni hodnoty 2" . To miZe nastat tehdy, je-li

(9:v(tf;ti,:r’,v')

(Pokud plati posledni rovnost pro viechna v (t.j podminka (130) nezavisi na v'), dostavame
vazbu pro mozné koncové hodnoty?! =" = 2" (t;,t Iz ') jako funkci po€atetnich hodnot ', ¢;
a kone¢ného casu ty.)

Dalsim dusledkem patologické situace (131) je, ze van Vleckiv determinant neni dobie
definovany. S vyuzitim vztahu

85 ! . T l 14
klasgx,’x D) _ —p = —mv (132)

mame pro 0z (ts;t;, z',v') /v # 0 nésledujici vztah

1 *Spas(a’, 2 T) 2 _ m_ v 2
2mih oz" 0x' a 2mih 0z

m O\ /2 T 1/2
- (27rihT> <3x(tf;ti,x',v')/3v'> ’

ktery mé singularitu pro Ox(ts;t;, z v/ ov — 0

-----

(133)

vaného) determinantu. Mame totiz

1 0z(tsty,z v
DetRA:——x( D Z,x,v)'

T v (134)

v Y . v / / /. v v z ’ 7 7 . v 7 v z .
Vsimnéme si, ze funkce ¢(t) = 0z(t;t;,z ,v )/Ov je FeSenim nésledujici rovnice s po¢atecnimi
podminkami

Ay(t) =0, 9(t;) =0, (t;) = 1. (135)

30Pro jednoduchost uvazujme jednodimenziondlni p¥ipad, pfechod k obecnému d je piimo&ary.

AN

31Bod (tf7£13'”) se pak nazyva ohmskovym bodem - af totiz “vystfelime” z bodu z pod jakoukoliv rychlosti

v, v Case ty vZdy skonéime v bodé ¢ =1 (t“tf7 )
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Posledni tvrzeni plyne zderivovanim vztaht definujicich z(¢;¢;, :v/,v/)

!

Azx(t;ti,z ,v) =0, z(tj;ti,z ,v) =z, &t ti,z v ) =v (136)
podle v'. Mame tedy nasledujici formuli pro regularizovany determinant

t
Detpa = L) (137)

T
Plati-li (131), je 4(tf) = 0 a tedy determinant je roven nule - diky (135) je totiz v
tomto piipadé 1 (t) vlastni funkci operdtoru A s nulovou vlastni hodnotou (nulovy mdéd) a

regularizovany determinant operdtoru A je Gmérny soucinu vSech vlastnich hodnot.

1.7 Linearni harmonicky oscilator v poli homogenni ¢asové zavislé vnéjsi
sily

Jako aplikaci formule (117) spocitejme dilezity specialni pfipad - harmonicky oscildtor ve
vnéjsim homogennim ¢asové zavislém poli s hamiltonidnem

2 2.2

p mwe

H=—+

2m 2

— F(t)w, (138)

kde opét F(t) je c-Ciselnd funkce. Tento pifiklad je prototypem pro analogické vypocty v
kvantové teorii pole, v tomto kontextu se c-Giselnd funkce F'(t) nazyvéa klasicky zdroj. Dra-
hovy integral je pak funkciondlem klasického zdroje, ktery mé vyznam amplitudy pfechodu
z pocatecniho do koncového stavu pod vlivem vnéjsiho zdroje F'(¢).

Akce je v tomto pripadé opét kvadraticka

Sz(t)] = /0 " (m"j”(t)2 _ mwte(t)” ~|—F(t)a;(t)> , (139)

2 2

abychom mohli pouzit formuli (117), musime spocist akci podél klasické trajektorie, mini-
malizujici S[z(t)], jako funkci z .z aT.K tomu je tieba Fesit klasickou pohybovou rovnici,
ktera zni

2
%x(t) + wlz(t) = % 0=z, z(T)=x . (140)

Jeji Feseni hledejme ve tvaru z(t) = zo(t) +zp(t), kde zo(t) je feSeni (112) homogenni rovnice
prislusejici (110),
v sinwt rsinw(T' — t)

zo(t) =z , (141)

sinwl © sinwT
a xp(t) je partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou, s okrajovymi podminkami zx(0) =
zp(T) = 0. Standardni metodou pro ziskani takovéhoto partikuldrniho feSeni je metoda
Greenovy funkce. Najdeme-li nejprve feSeni rovnice

2

%Go(t, s) + w2Gol(t,s) = 8(t — ), Go(0,s) =0, Go(T,s) =0, (142)

mame diky linearité pro feSeni rovnice s pravou stranou z p(t)
1 T
pe(t) = — / dsGolt, s)F(s). (143)
mJo
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Standardni vyraz pro Greenovu funkci linedrniho diferencidlniho operatoru druhého adu je
Go(t,s) = W (8(s — )yo(t)r(s) + Ot — s)3po(s)r (1)) , (144)

kde 1g(t) a tr(t) jsou linedrné nezavisld feSeni spliujici pocatetni podminky 10(0) = 0,
¥o(0) = 1 resp. ¥r(T) =0, Yr(T) =1 a W je jejich wronskidn,

_ det (Do) r(t)
wo=der (00 ). (145)

V nasem piipadé ¢o(t) = (l/w)sinwt, Yr(t) = (1/w)sinw(t —T) a W = (1/w)sinwT.
Vsimnéme si, ze pro T' = mn/w je W = 0, obé feSeni jsou linedrné zavisla a formuli (144)
nelze pouzit. Jak uvidime pozdéji, Greenova funkce v tomto pripadé neexistuje, proto budeme
v dalsim predpoklidat T' # 7n/w. Potom je

Go(t,s) = (0(s —t)sinwtsinw(s —T) + 0(t — s) sinws sinw(t —T)) . (146)

wsinwT’
Pii vypoctu klasické akce podél trajektorie z(t) = xo(t) + zp(t) lze s vyhodou pouzit
pohybovych rovnic

2

m(t)?  mw?z(t)?
Skias[z(t)] = /OT dt ( 2(t) _ . (t) + F(t)fﬂ(t)) =

1 _ I d?
§m:p(t)a;(t) F_ 2/, dt (:r(t) (m@ac( ) + mw?z(t) — 2F(t)>> =

- % (mac(t):t(t)]oT + /0 ' th(t)x(t)) : (147)
/ dtF (t)zo(t m/ dtzo(t (dtQ >$F(t)

Puzijeme-li dvakrat integrace per partes a uvédomime-li si, ze zp(0) = zp(T) = 0 a (d?/dt? +
w?)zo(t) = 0, dostaneme

Upravme jesté

/O At E (B0 (t) = ma (i (1)1

Celkem tedy, s uvazenim vztahu (143)

Staasla(0)] = (mxo( o (D)} +2/ AL (t)o 1) / dtdsF () Go(t, )F (s )). (148)

Po dosazeni do posledni formule za derivaci

Fo(t) = Sin“’wT (2" coswt — 2 cosw(T — t)) (149)

a primocarych tpravach dostaneme

roon

Skias(@ 2 ;T) = (cos wT(x”2 + :v/z) -2z

2sinwT
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22 (7T . 22" (T .
+—/ dt F(t) smw(T—t)—i——/ dt F(t) sinwt+
mw Jo mw Jo

O(t — s) sinwssinw(t —T) + 92(3 —t)sinwtsinw(s — T) ) (150)

Tim jsme spocetli vSechny ingredience potiebné pro pouziti formule (117), zbytek je pfimocaré
dosazeni (poznamenejme, ze van Vleckiv determinant je stejny, jako u volného linedrniho
harmonického oscildtoru, nebot odpovida kvadratické ¢asti akce a tedy nezavisi funkcionalné
na F(t)). Mame tedy

" ’ 1/2 1 ! " o
K(x ,x;T):<L> exp<ﬂ<cosz(x2+x2)—2x:v)>

T
/0 dtds F(£)F(s)

(mw)

2mih sinwT 2h sinwT

i T 1 7T
X exp (ﬁ (/0 dtF (t)zo(t) + %/0 dtdsF(t)Go(t, s)F(s))) . (151)

Neni obtizné se presvédcit, ze v limité w — 0 se reprodukuje propagator (1-dimenziondlni)
Castice v poli vnéjsi sily.

Uvedme jesté jednu reprezentaci Greenovy funkce Gy(t, s), kterd ma analogii v teorii pole.
Go(t, s) je maticovym elementem inverze operatoru d? /dt?4+w? na prostoru funkci na intervalu

(0,7T) spliwjicich nulové okrajové podminky pro ¢t =0, 7.

fr(®) 7 (s)

152
w? + Ak ’ ( )

Golt,s) = (1] (/a2 +42) " [s) = Y
k

kde fi(t) jsou normalizované vlastni funkce operdtoru d?/dt? a ) jsou piislusné vlastni
hodnoty. Neni obtizné se presvédéit, ze fi(t) = (2/T)Y?sin(wkt/T) a A\, = —(wk/T)?, takze
pro Go(t,s) mame nésledujici reprezentaci

2 i sin(mkt/T') sin(rwks/T)

Colbrs) =7 o7 — (nk/T)?

(153)
k=1

Vsimnéme si, e pro T — nn/w je n—ty ¢len sumy na pravé strané (153) singularni, operator
d?/dt? + w? m4 nulovy méd a Greenova funkce tedy neexistuje.

Limita propagatoru (151) pro 7' — mn/w v8ak existuje. PiSme T" = 7n/w + 7, po-
tom sinwT = €™ sinwr, coswl = €™ coswr. V limité 7 — 0 mame, polozime-li a?® =
2ih sinwT /muw,

K( "l / + )— 1 e _i7r_n_i ,/ﬂn/wth(t)COS t)
T T ;7T /w T_\/7_rosz 5 h:vo w

i 1 ™m/w
X exp (i— / dtdsF(t)F(s)(0(s — t) sinwt cosws + 8(t — s) sinws cos wt))
0

h 2mw

1 L (=1 e Y
xexp | —— (@ —(-)"z + oy /0 dtF(t) sinwt

. , _1\* prrnjw ; i, [mn/w
- 0 (:v —(-D"z + &/ dtF(t) sinwt) exp (—% - %x / dtF(t) cos wt))
0 0

X exp (—m /0 dtdsF(t)F(s)(6(s — t) sinwt cos ws + O(t — s) sinws cos wt)) .
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(154)

Tento vysledek lze pochopit na klasické trovni, vzpomeneme-li si na diskusi pouzitelnosti
formule pro gaussovské integrovani v predchozi podkapitole. Pro T = nn/w nastava totiz
situace, kdy FeSeni klasické pohybové rovnice s okrajovymi podminkami z(0) = T, z(T) = z
existuje jen pro z’, z spliujici podminku

" ! (_].)n

2 — (-1

™m/w
/ dtF(t) sinwt = 0. (155)
0

Regeni z(¢;0,2 ,v') mé totiz v tomto pFipadé tvar
. , v 1 mn/w
z(t;0,z ,v ) =z coswt + — sinwt + —/ dsO(t — s)sinw(t — s)F(s) (156)
w mw Jo
a plati (131) pro kazdé v se vemi dtsledky popsanymi v predchozi podkapitole.
Jak jsme jiz uvedli vySe, van Vleckiv determinant je stejny, jako u volného linedrniho
harmonického osciladtoru. Prepisme ho jesté do modifikované podoby, kterd je bézna v kvantové
teorii pole (srov. predchozi podkapitolu):

1 PSpala’ 2T 1/2_< m )1/2 Doy (—E/AE + ) f2r A (157)
27ih ox" 0z’ -~ \2miAT ¢ —md?2/dt? /27 )

Pro harmonicky oscilator mizeme tedy psat rovnost3?

z(T)=0 o T
/a:(o)o Dz(t) exp( / dtx(t (dt2 )a;(t) + ﬁ/o th(t):r(t)) —

2 i T
N(T)Det; "2 (_ ((;1? +w )/%) exp (ﬁ% /0 dtdsF(t)<t1mys>F(s)>,
(159)

kde normalizaéni faktor je

N(T) = (27:;#) -

Tato formule predstavuje piedpis pro gaussovské integrovani na (nekoneénédimenzionalnim)
vektorovém prostoru funkci s okrajovymi podminkami z(0) = 0, z(T) = 0. VSimnéte si
formalni podobnosti s formuli pro kone¢nomérné gaussovské integrovani (88). Tato podobnost
bude dovedena jesté dale v nasledujici podkapitole.

Poznamenejme, ze vysledky této podkapitoly lze snadno zobecnit na pripad libovolného
pocatecniho a koncového ¢asu t;,tr, kde T' =ty —t; (za pfitomnosti Casové zdvislého vnéjsiho
zdroje neni systém transla¢né invariantni v ¢asové proménné). Pro potieby dalsich odvolavek
uvedme vyslednou formuli:

[ o (3 () )+ [ i) -

827de Detr znamen3 regularizovany determinant zavedeny v pfedchozi podkapitole,

Detr (%) .= Det (%) . (158)
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1/2 .
mw 1mw 12 n2 ron
_mw __mw T —9
<2wihsian> eXp <2hsian (COSW (@ ta) -2z >>

i '
XeXP(W( th()smw(tf—t —I—:v/ dt F(t )smw(t—t)))

Xexpm/ dids F(t)F(s)(8(t — ) sinw(s — t;) sinw(t — t)

+0(s — t)sinw(t — t;) sinw(s — ty)). (160)

1.8 Vytvorujici funkciondly

Veli¢inou, kterou jsme se zabyvali v pfedchozich podkapitolach, byl evolu¢ni operator U[F(t)](ts, ;)
(ve Schrodingerové obrazu) pro systém s hamiltonidnem obecného tvaru

H(t) = Hy — F(t)3, (161)

kde hamiltonidn Hy nezavisel explicite na ¢ase a F'(t) byl vnéjsi zdroj.

Jadro takového evoluéniho operatoru je pak funkciondlem vnéjsiho zdroje, ktery v sobé
nese radu informaci o vlastnostech systému s hamiltonidnem Hy. Metodam jak tyto informace
ziskat je vénovana tato podkapitola.

Zactnéme s pripomenutim pojmu funciondlni derivace, ktery je zobecnénim operace deri-
vace ve sméru pro funkce koneéné mnoha (redlnych) proménnych. Pro funkci F'(x) se definuje
derivace ve sméru v pomoci formule

d
v- —F Zyja = aF(x—{—tu)\t:O. (162)
Parcidlni derivaci podle proménné x; lze pak chapat jako derivaci ve specidlnim sméru, totiz
pro v = €', kde €' je jednotkovy vektor ve sméru ¢-té souradnicové osy, t.j. €5 = d;. Je-li
Flz(t)] funkciondl, definovany na vhodném prostoru (redlnych) funkci, definuje se derivace ve
sméru n(t) zcela analogicky:
OF v OF d
(. 55) = [ )50 = 7O +an(0]]co (163)
a funcionalni derivace je pak definovana jako derivace ve specialnim sméru, kdy n(t) = 6(t—t ),
£.j.

%(j;) = %F[m(t) + 56(t — t)]|s—o- (164)
Uvedme nékolik piikladi:
gf((;)) - %(m(t) 4 58(t =) om0 = 8(t — )
- %( () + 5~ Doz = 0t 1)
5
. / dLF(t F(t)
o = (0o 1)
5;(5{ /dtL (1) = g—i’ _ %g—i. (165)

30



V dalsim budeme casto pouzivat formuli

5F5(t') exp (%/th(ﬂx(t)) = %ac(t,)exp (%/th(t)x(t)> (166)

Vratme se nyni k systému, popsanému hamiltonidnem (161). Povazujeme-li Hy za nepo-
ruSeny hamiltonian a ¢len F'(t)Z za poruchu, lze psat pro evoluéni operator v Diracové obrazu
prislusném tomuto rozkladu vztah

i

SIP(®)(tr.t) = exp (- Haty ) UIF @I ) exp (5 Hot)

_ Texp (% /t ;f th(t):fc(t)) . (167)

Zde %(t) je Diractiv obraz operdtoru soufadnice, tedy Heisenbergtiv obraz operatoru & vzhle-
dem k neporusenému hamiltonidnu Hy:

Z(t) = exp (%Hot) Zexp (—%Hﬁ) , (168)

T znadi Casové uspotfadani. Jak plyne z vyrazu (167), maticové elementy operatoru S[F(t)](ts, ;)

mezi stacionidrnimi stavy hamiltonidnu Hy se lisi od maticovych elementd evolu¢niho operé-

toru U[F(t)](ty,t;) ve Schrodingerové obrazu az na fazovy faktor expi(Est; — E;t;)/h.
Spo¢téme nasledujici funkcionalni derivaci operatoru S[F(t)](ts, ;)

@) n = SIE D]t rie=o

- ( i n OF (ty1) 5n 5F(tn)TeXp (% /titf th(t)j@)) |7 (t)=0

n—1 gn—1 Lot , , ,
SF(ly) . 0F(by) © (f(tl) exp (ﬁ tif dt F(t)a(t ))) | F(t)=0

=T (i(tl) i (ty) exp (% /: dt’F(t’)@(t’))) o
=T (2(t1)...2(tn)) - (169)

Tedy operdtor S[F(t)](tr,t;) je operdtorovym vytvorujicim funkciondlem®! T-soucini hei-
senbergovskych operdtori Z(t) v teorii s hamiltonidnem Hy. Podobné maticové elementy
tohoto operatoru mezi vlastnimi stavy operatoru Hy jsou c-Ciselné vytvorujici funkciondly,
generujici maticové elementy prislusnych T-soucini. Vysadni postaveni mezi témito vytvoiu-
jicimi funkcionaly mé generdtor vakuovych stfednich hodnot

21O 0) = OfTexp (1 [ aer 20 10), (170)

kde |0) je zadkladni stav hamiltonianu Hy. Podivejme se nyni, jak lze pro tyto veli¢iny ziskat
reprezentaci drahovym integralem.

837a znakem T-soudinu operatory #(t) komutuji, takze lze s nimi manipulovat jako s c-&isly.
347T.j. rozvoj S[F(t)](ts,t;) do fady v F(t) mé koeficienty aZ na faktor rovné témto T-soucintim.
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Zname-li jddro evolu¢niho operatoru, lze snadno spodéitat pravdépodobost pirechodu z
libovolného pocatecniho stavu [;) v ¢ase t; do libovolného koncového stavu [t)f) v Case ty
pomoci formule

rlUEO)(E ) = [ do'da’ (@) )K" o, t)

a:(tf):a:”

’

= /dmlda;”wf(z%”)*%(w,)/

z(ti)=x

Da(t) exp (%S[:p(t),F(t)]) , (171)

kde S[z(t), F(t)] = ftif dt(L(xz(t), 2(t)) + F(t)z(t)). Diky formuli (167) mame tedy

ZIFO)t7.8) = exp (3 Eolty — ) )

a;(tf):x”
h

kde Q(z) = (x|0) je vlnova funkce zakladniho stavu. Tato reprezentace funkciondlu Z[F(t)](ty,t;)
je vhodna tehdy, zndme-li explicite tvar funkce (z) (a jsme-li schopni spocitat pfislusné inte-
graly). Casto je proto vyhodn&j§i nasledujici procedura®. Pro jednoduchost piedpoklddejme,
ze hamiltonian Hy ma ¢isté bodové spektrum?® s vlastnimi hodnotami F, a vlastnimi funk-
cemi Q,(z). Potom mizeme psat spektralni rozklad implikujici nasledujici asymptotiku pf#i
analytickém prodlouzeni do imaginarniho casu:

(" |exp (—%Hmf) z') = zn: Qn(z" ) (z') exp (—%Eﬂ)

X /da;,dx”Q(a;”)*Q(:E')/

x(t;)=x'

Dar(t) exp (iS[x(t), F(t)]) , (172)

" ’ ].
— Q(z ) (z ) exp (—ﬁEm') pro t = —ir — —ioo. (173)

Méme tedy s uzitim rovnosti (172,167,173):

liw, ¥ 500 g exp (5 Ho(Ty ) UIF @) et exp (5 Holt = 7)) )

Tf,i—}:FiOO h
i r " i "
= 1 —FEo(Ty —T; ——Hy(Tr —
Tfyilﬁrr:{iooexp (h o(T Z)) /da; dz (a;ﬂexp( T o(T tf)> |z)

< & UIE @)t )] ) o [exp (5 Holt = 1) ) o)

= Qo) @) exp (3 Ealty 1)) [ a0 )0 ) e U@ e )] )
— 2Pty 1)) 0 (33). (174)

Na druhé strané vyraz pod limitou na levé strané (174) lze vyjadiit drahovym integrilem
i T i i
AP exp (5 Ho(Ty = 1) ) UIP(O)ty. ) exp (~ 5 Holts = T) ) ke

- / O Dat) exp (%( AL (0), #(0)) + Bo) + / ! dtw(t)F(t))>- (175)
x(T3)=w; L h

A

35V kvantové teorii pole neexistuje jind moznost.
36 Jako piiklad mtize slouzit harmonicky oscildtor. Pro platnost nasledujicich Gvah stadi, aby zédkladni stav
odpovidal diskrétnimu bodu spektra hamiltonidnu Hy.
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Vs8imnéte si, Ze v exponencidle stoji “renormalizovany” lagrangiadn, ptislusny hamiltonidnu
Hy — Ey (s nulovou energii zdkladniho stavu), a Ze pusobeni vnéjsiho zdroje je omezeno
na Casovy interval (Z;,ts), ktery je ¢asti intervalu (7;, 7). Vysledna reprezentace drahovym
integralem tudiz je

ZIF@))( 5, 1) )X (i) =
x(Ty)=xy

. i Ty . ty
Tf,}g%ioo o Dx(t) exp (5( dt(L(x(t),a;(t))+E0)+/ti dt:p(t)F(t)])(i?ﬁ)

Tedy k vypoctu fukciondlu Z[F(t)](ts,t;) staci spocitat drahovy integral (175), diky norma-
lizaci Z[0](ts,t;) = 1 soucasné obdrzime vlnovou funkci zakladniho stavu Q(x).

Drive, nez se budeme blize zabyvat reprezentaci (176), ilustrujme popsanou proceduru na
prikladu harmonického oscildtoru.

Integral (175) ziskdme z formule (160) zdménou T — (T} — T;), t;; — Ty, F(t) —
X(t:,t7) () F (8), kde x4, 1,)(t) je charakteristickd funkce intervalu (¢;,¢y). UvaZime-li, Ze energie
zékladniho stavu By = hw/2, dostaneme po analytickém prodlouzeni ve smyslu formule (174)

1/2
ZIF )7, )R (@) = Tim 30519 (m oo Ty~ 7;-))
o (_ oh sinh:?(u;f - T) (coshw(Ty = T)(w:? + 2?) — 2xixf)>
X exp(—o= sinh:jZ;f =) (ii} :f dt F(t) sinw(—iTy — t)
+ % /t;f dt F(t) sinw(t + iT})))
x exp(— L " dtds F(t)F(s)(0(s — t) sinw(t + iT;) sinw(s + iT})

2hmw sinhw(Ty — T3) Jy,

+0(t — s)sinw(s +iT;) sinw(t +iT).

(177)
Vypocet limity je pfimocary, jako vysledek obdrzime
ZIF@)](ty, 1)U p) 2" (i) =
1/2 . s .
(%) exp (—2—;@; + xf2)> exp (ﬁ /t dtds F(t)F(s)ie_“"t_s') , (178)

jako vedlejsi produkt jsme zreprodukovali znamy tvar vlnové funkce zakladniho stavu harmo-

nického oscilatoru 11
mw mw
Q =|— ——7%).
(x) (7‘(77,) exp( Qh,x )

Tedy pro vytvorujici funkciondl Z[F(t)](ty,t;) mame vyslednou formuli

ZIF()] (7, 1) = exp (% ;f dtdsF(t)F(s)GF(t,s)) , (179)
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kde Gp(t, s) je kauzalni (Feynmanova) Greenova funkce linedrniho operétoru m (d?/dt? + w?)
na intervalu (—oo, 00):

Grlt,s) = (1] (m (@2/d? +” —ic)) " |s)

1 [dE e 1B(t=s) i
= —— — — —1 |t—8‘
m) 2r B2 —w? +ie  Zmw. ' (180)
Z formule (179) plyne
000 = (1) S AR bl = FGre ), a8y

coz dava fyzikalni interpretaci Gp v terminech vakuové stfedni hodnoty T-soucinu dvou he-
isenbergovskych operatort souradnice. Funkciondlnim derivovanim formule (179) dostaneme
dale

(O[T (2(t1)2(t2) - - - £(t2k+1)|0) =0

k
OIT(&(t1)&(t2) - .- &(t26)10) = Y (=i0)* [[ Grlti 1), (182)
(iasr) =1
kde se v posledni formuli s¢itd pres vSechna moznd sparovani indext i, 5 = 1,2, ..., 2k.
Ukazme jesté na tomto piikladu, jak 1ze pomoci vytvarejiciho funkcionalu ziskat kompletni
informaci o fyzikdlnim systému, tj. jak pocitat maticové elementy operatori mezi stacio-
narnimi stavy. Fyzikdlnim pozorovatelnym odpovidaji heisenbergovské operatory, které jsou
funkcemi operatortt &(t) a p(t) = mi(t). Pro n-ty stacionarni stav harmonického oscilatoru
mame
at (t)n
‘n> = (n')1 /2

10)|¢=o0, (183)

kde pro krea¢ni operdtor mame vztah

a(t) = (%) v (i(t) - %p(t)) _ (%)1/2 (:%(t) _ 55&@)) . (184)

Podobné pro anihila¢ni operdtor mame

1/2 i.
a(t) = (2—2’) (a?;(t) + i:ﬁ(t)). (185)
Stfedni hodnoty T-soucinti téchto operatorti v zakladnim stavu dostaneme z vytvotrujiciho
funkcionalu aplikovanim funkciondlnich derivaci a derivovanim podle ¢asovych argumenti.
Uspotadame-li jednotlivé casové argumenty v T-soucinu vhodnym zpisobem tak, aby kreac¢ni
operatory pusobily napravo a anihila¢ni operatory nalevo od operatoru O(z,p), mizeme pro
jeho maticovy element psat

_ 1
(nlm!)1/2

i 1 mw (n+m)/2 B\ ntm
t o — OI*I,ntTL — ot (n'm')1/2 (ﬁ) <T>

by < ... <tg<...<tn

(n|O(&,p)|m) = (0]a(0)"O(x(0), 5(0))a™ (0)™|0) =
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ﬁ((l_i% >ﬁ< i8355)>

k=1 =1
© <<?> ﬁito)’m Cl) 320 5F(Eto)> ZIENE7 )l rw=o- (186)
Tj. napft.
mw\Y? (h\? § i0, 0
(0]z[1) = Jim (ﬁ) (T) 5F(0) ((1 - ;g)m) Z[F](ts,t)|r=o

. mw /2 io ho\ /2
B tlir(g (ﬁ) (1 w@t) i 70r(t0) = (%) ’ (187)

coz je vysledek shodny s vysledkem pfimého vypoctu. Jak uvidime v dalsim, podobny postup
pro ziskani maticovych elementl operdatorti mezi staciondrnimi stavy a elementd S-matice se
uziva v kvantové teorii pole (tzv. LSZ formule).

Zminme se jesté o jedné metodé vydéleni ptispévku zdkladniho stavu, ktery nevyzaduje
prechod ke komplexnim c¢asim. Pridame-li totiz k hamiltonidnu infinitezimalni antihermitov-
sky dodatek, dodame vlastnim hodnotdm infinitezimalni zipornou imaginarni ¢ast, kterd opét
potlaéi prispévky vyssich excitovanych stavi. Tato metoda vede také ke spravnému pravidlu
na obchod pélia ve Fourierové transformaci dvoubodové Greenovy funkce.

Tlustrujme pivod a vysledny efekt dodate¢nych “ie” ¢lent na prikladu harmonického osci-
latoru. Vyjdéme z formule (172). Exponenciilni faktor pochéazejici z vlnovych funkei zaklad-
niho stavu lze zapsat ve tvaru

" ! 1
exp (— (%) (z g 2)) = exp (%ﬁmmw " h_)rrioo/ dtz(t)%e ”') (188)

kde ¢ je kladné infinitesimaln{ (t.j. ve vysledku se piedpokladé limita e — 01). Plati totiz

lim 5/ dtf(t)e=et = hm/ dtf(t/e)e”
— 00

e—0t

— [ dts(sigattoo)e! = f(oo) + f(=o0) (189)

Zahrneme-li tedy ¢len Jiemw fttf dtz(t)2e €Il do akce drahového integralu, (ve kterém pak
integrujeme pres vSechny trajektorie bez omezeni na hodnoty x(t;), x(ts)), vhodné cely vyraz
normalizujeme tak, aby Z[0] = 1 a vezmeme limitu ¢;; — +00, dostdvame

Z[F(t)] = lim J Da(t) exp (% J2o dt(L((t), £(t)) + %ismwx(t)ze*ﬂﬂ + F(t)x(t)))

: (190)
o0 J Dx(t) exp (% [ dt(L(z(t), () + %ismx(t)%*g\tl))

Poc¢itame-1i vysledny gaussovsky integral, lze v rovnici pro klasickou trajektorii’” nahradit
faktor e~¢/tl jedni¢kou, nebot rozdil generuje Cleny vyssiho fddu v e¢. Efektivné to znamena

zéménu w? — w? — iew ve vyrazu pro akci. P¥i vypoctu drahového integralu(190) Ize tedy

37Okrajové podminky pro Greenovu funkci je t¥eba volit z(+o0) = 0, coz opét odpovidd kvantovym fluk-
tuacim kolem klasické trajektorie s F'(t) = 0. Pfispévky vSech klasickych trajektorii s F'(t) = 0 se zrusi
normaliza¢nim faktorem (jmenovatelem vyrazu (190)).

35



vyjit z formule (160), v niz provedeme zidménu w — w —id, 6 — 0, preintegrujeme pres :v,, z

a provedeme limitu® ¢;; — +oo; tento postup reprodukuje vysledek (179).

Vsimnéme si, Ze vysledek (179) lze ziskat formdalné pifmo pomoci (190), aniz bychom
vychézeli z formule (160). Specifikujeme-li prostor trajektorii, pies které se provadi gaussovska,
integrace v (190), pomoci okrajovych podminek® z(¢) — 0 pro t — +o00 (to je postup typicky
pro kvantovou teorii pole), je operdtor m (d?/dt? + w? — icw) invertibilni a klasick4 trajektorie
mj tvar

2 -1 (3]
z(t) = (m (% + w? — iew)) F(t) = /_OO dsGp(t,s)F(s). (191)

Dodateény ie-¢len ve Fourierové obrazu jadra Gp(t, s) je tentyz jako v rovnici (180). Dosaze-
nim této klasické trajektorie do akce znovu zreprodukujeme vysledek (179).

1.9 Vytvorujici funkciondl souvislych Greenovych funkci a efektivni akce

V této podkapitole zavedeme dalsi dva funkcionaly odvozené od vytvorujiciho funkciondlu
Z[F] vakuovych stfednich hodnot T-uspofddadanych soucint heisenbergovskych operatoru
(1),

=1

ALEDY

()" [ b Fe sz a0, 0o
n=0

n!

ktery jsme definovali v predchozi podkapitole. Tyto nové funkcionaly budou podobné jako
Z|F] generovat Greenovy funkce, které budou co do struktury “elementarnéjsi” nez pavodni
vakuové stfedni hodnoty - budou v jistém smyslu jejich “stavebnimi bloky”.

Prvnim z téchto dvou funkcionaldl je generujici funkcional tzv. souvislych?® Greenovych
funkci, pro néz se uziva znaceni (0|7'Z(t1)Z(t2) ... Z(ty)]0)c. Ty jsou definovany rekurentné.
Jednobodové souvisla Greenova funkce je definitoricky rovna vakuové stiedni hodnoté*! ope-
ratoru z(t)

(OIT3()]0) = (01T%(£)|0). = (0[z(£)[0) = (0[z(0)]0). (193)

Rekurentni relace pro n—bodovou funkci pak zni*?

(OITZ(t1)Z(t2) - . . Z(tn)|0)
= 3 (OITEE)EE) B E)|0)e . OTE ()& (L) - Btz ) 0. (194)
rozklad

Zde jsme zavedli symbolickou sumu

>, = f > : (195)

rozklad ~ s=1 U2=1{Z{;}Jnil = {1,2,.; .,n}
Yo =mn {G}E N {g L, =0

38Na potadi poslednich dvou operaci efektivné nezalexi.

89Tedy trajektorie vychazeji v ¢ = —oo z “klasického vakua” = = 0 a koné{ v ¢ase t = oo opét v klasickém
zékladnim stavu x = 0.

10Jak uvidime v dal§im, souvislé Greenovy funkce budou dény v ramci poruchové teorie sumou pispévkd
souvislych Feynmanovych grafi.

17de vyuzivame definici heisenbergovského operatoru z(t) = exp (%Ht) Z exp (—%Ht) a stacionaritu zé-
kladniho stavu, t.j. vztah exp (—%Ht) |0) = exp (—%Eot) |0) kde Eo je energie zékladniho stavu.

“2Tato definice je analogickd klastrovému rozkladu zndmému z klasické statistické mechaniky.
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odpovidajici souc¢tu pres vSechny mozné rozklady mnoziny indexu {1,2,...,n} na vzijemné
disjunktni podmnoziny (klastry). Souvisld n—bodova Greenova funkce tedy vznikne z ptivodni
vakuové stfedni hodnoty odeétenim vSech nesouvislych pfispévku (t.j. prispévku faktorizuji-
cich se na souéin souvislych ny < n—bodovych Greenovych funkci, kde Y, ny = n). Naptiklad
pro dvoubodovou funkci dostaneme z predchozich relaci

(OITZ (1) (t2)|0) = (O[TZ(£1)Z(t2)|0)c + (012 (£1)]0)c(0]Z(22) 0)e, (196)

a tedy s vyuzitim relace (193)

(01T (t1)2(£2)[0)c = (0T (£1)Z(£2)[0) — (0] (£1)[0)(0[Z(22)]0). (197)
Analogicky, pro tfibodovou funkei plyne z (194)

Oz (t1)Z(t2)7(t3)[0) = (O|TZ(t1)Z(t2)%(¢3)[0)c
+(0|TZ(t1)%(22)[0)(0]Z(23)0)c
+(0|TZ(t1)%(23)[0)(0]Z(22)0)c
+(0|TZ(t2)Z(t3)[0) (0|2 (%1)]0)c
+(0]Z(¢1)[0) (0|2 (t2)]0) (0% (23)]0)c (198)

<

a dosazenim za jednobodovou a dvoubodovou souvislou funkci z (193) a (197) dostaneme

OITZ(t1)2(82)2(t3)[0)e = (OITZ(41)Z(t2)2(23)[0)
— (O[T (1) 7 (£2)[0)(0]
— (O[T (1) 7 (23)[0)(0]
— (0T (#2) 7 (£3)[0)(0]
|z

+2(0[2Z(#1)|0) (0] (#2)[0) (0|2 (¢3)[0)- (199)

Najdéme nyni explicitni FeSeni rekurentnich relaci (194) v obecném piipadé. K tomu vyuzi-
jeme vztahu souvislych Greenovych funkei a vytvorujiciho funkcionalu Z[F]. Pomoci definice
(194) pro néj postupné dostavame (srov. (192))

|
n—0 n.

s

n!

N Ta L dt,F(ty) ... F(t,
S () [ dnr e
xS0 (OTE(t) - () |0)c. . (OITE (1) ... Flty30) 0}

I (%)n/dtl...dtnF(tl)...F(tn)(0|Ta?(t1)a?(t2)....%(tn)|0>

rozklad
X1 /i
_ ZH(‘) ) /dtl. At F(ty) . Pt )O[T& () . 3(t00)[0).
n=0 rozklad
x... / dtyy .. At F(t) .. F(t )O|TE(ty) ... 8 (tm)|0). (200)

Protoze se pres ¢asové argumenty integruje, davaji jednotlivé ¢leny sumy ptes rozklady, lisici
se pouze permutaci indext, stejny prispévek. Napiiklad tti ¢leny ve druhém az ¢tvrtém rfadku
rozkladu (198) prispivaji stejné, odpovidajici vklad jednoho ¢lenu ¢ini

/ At dtadts F (t1)F (t2) F (t3) (0|T% (£1)2 (£2)]0)e (0] TZ (£3)]0) ..
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V obecném piipadé tento piispévek zavisi na posloupnosti nezapornych celych cisel {n;},
kterd udavaji pocet klastri sestavajicich z j prvka (v predchozim piikladu je ny =ng =1 a
nj =0 pro j > 2) a je roven

2Py =TT (3W0F01) (201)
kde jsme oznacili

W,[F] = —inji! (%)J /dt1 A F(8) .. F)OITE() . 3(1)00  (202)

Takovych prispévki je .
C (Z] jnj)
o T o G

Tento faktor odpovidd poc¢tu zptisobi, jak rozmistit n = Z;‘:l Jn; Casovych argumentt do
N = Z;?il n; klastri, pricemz klastry stejné délky jsou nerozlisitelné. Lze tedy psat

1
Z[F] = Zﬁ Z C{nj}Z[F]{nj}
n=0 {nj} Z Jnj=n

= 2o 2 Cmpll (ﬁWj[F]J!>
n=0 {n;}, Z Jnj=n j=1
> 1 1

-3 X Sy ()

n
n=0"" {n;}, 32, inj=n =177

- ZH ( 7). (203)

{n;j}i= 1

kde > (n} predstavuje sumu pies vSechny posloupnosti nezapornych celych ¢éisel bez omezeni
na »; jn;. Proto lze v poslednim vyrazu zameénit poradi soucinu a sumy, a tedy

= 5 )’
s ()

Definujeme-li tedy vytvotujici funkciondl souvislych Greenovych funkci vztahem
o0
WIF] = ) WalF]

- _in;% (%)n/dtl...dtnF(tl)...F(tn)<oym(t1)§(t2)...@(tn)yo>c,(205)
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Ize pravou stranu formule (204) piepsat na kompaktni tvar®3

Z[F] = exp %W[F]. (206)

Hledané obecné feseni rekurentnich relaci (194) lze tedy psat ve tvaru

n—1 n
(O|TZ(t)E(t2) ... 3(tn)|0)e = (?) 5F(t1)5F(fz) —57a Vo
s

h n
- (T) SF(t1)6F (t2) ... 6F (ty)

Uvedme explicitni piiklad této obecné konstrukce. Pro linedrni harmonicky oscilator méme
z formule (179)

1
WiF) = / dtdsF (1) F(s)Gp(t, ) (208)
tedy jedina netrivialni souvisla Greenova funkce je dvoubodova funkce
R RO h
(0[Tz(t)2(s)[0)c = (O]TZ(t)2(s)[0) = G (2, 5)

a vSechny vicebodové funkce jsou nesouvislé (srov (182)).
Druhym funkciondlem, ktery zavedeme v této podkapitole, je tzv. efektivni akce. Nejprve
definujme

swiF] . 1 oz[F] (Tt exp (& [ drF(r)E(r))[0)
za(t) = = —ih =

JF (t) ZIFJOF(t) (0T exp (4 [ d7F(7)E(r)) |0)

(209)

a pomoci této veli¢iny, kterd je pro F' = 0 identickd s vakuovou stfedni hodnotou operatoru
Z(t), definujme efektivni akci jako funkcionédlni analogii Legendrovy transformace funkciondlu
WIF]

Ploa] = WIF] - [ dtP(za(e). (210)
Disledkem formuli (209) a (210) je platnost “kvantové pohybové rovnice” ve tvaru
INES]
=—F(t). 211
o = —F() (211)

Skutecné, mame postupné

oTlza] [a SWIF] 6F(r) [a 6F (1)

_ _F(t
3za(t) TSF (1) 6za(?) T 5za(t) za(r) = F(?)
= _F(1). (212)
Koeficientni funkce I'("™) (¢, ty, ..., t,) rozvoje efektivni akce
> 1
Pleal = - / Aty . AT (11, b, - )z () (ts) - - 3l (b) (213)
n=1""

43Tato formule neni ni¢im jinym nez kombinatorickym Mayerovym teorémem, zndmym m.j. z klasické sta-
tistické mechaniky.
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se nazyvaji vlastni vrcholy nebo (z divodi, které budou jasné pozdéji) jednocasticové iredu-
cibilni (useknuté) Greenovy funkce (1PI Greenovy funkce).
Pro ilustraci spoc¢itejme efektivni akci pro linedrni harmonicky oscilator. Mame s uzitim

(208)

zalt) = / dsGp(t, s)F(s), (214)
tedy, protoze Gp(s,t) = (s| (m (d2/dt2 + w?® —ie)) ™" |t),
Ft)=m (S—; + w2> za(t), (215)
a tedy
Tlea] = —= / dtdsF ()G p(t, s)F(s)

= —§m/dta;c1(t) (dt2 +w > xel(t
: 2 2
_ /dt (mxd; e t)> , (216)

kde jsme pii posledni dpravé pouzili integraci per partes**. Tedy efektivni akce v je tomto
pripadé rovna klasické akei. Jak uvidime v dalsim, pro systém s obecnou klasickou akei S[z(t)]
plati

Llza(t)] = S[za(t)] + O(h), (217)
kde druhy ¢len predstavuje kvantové korekce. V tomto smyslu lze formuli (211) chépat jako
kvantovy analog pohybové rovnice

oS
0x(t)
pro klasicky systém s akci Sp[z(t)] s vngjsim zdrojem F(t), Splz(t)] = S[z(t)] + [ dtF (t)=(t).
Resenfm této kvantové pohybové rovnice dostaneme vakuovou stiedni hodnotu x¢(t)|p—=¢ =
(012(2)]0)-
Vratme se k interpretaci 1PI Greenovych funkci. Pro jednoduchost budeme piedpokladat®>
(0]z(¢)|0) = 0. Funkcionalnim zderivovanim rovnice (211) podle F'(s) dostaneme

= —F(t) (218)

52F[:EC1] . iUcl 5=Tcl(7')
Sz (t)0F (s) / ar 6:m 6xcl( ) 0F(s)
B 5[] CWIF] o
= / A7 a0z () SF()3F(s) ~ %) (219)

“Povrchové Eleny nepfispivaji, predpokladime-li dostatené rychlé ubyvani F(t) pro t — £oo.
45V ptipads, ze (0|2(t)|0) # 0, zistavaji nasledujici dvahy v platnosti, definujeme-li veli¢inu Zc(t), do jejiz
mocunin rozvijime I'[zq], pomoci vztahu

Sr = Falt) + OFO0)

t.j. definujeme-li 1PI Greenovy funkce jako

(STLF[QL'Cl]

(n) - ~
I (tl, e 7tn) - (chl(tl) . 6$Cl(tn) |-77c1=<0\.73(t)\0)'
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Tedy jadra 62Tz ]/ (0zc (t) 0z (T)) a 02W [F]/(0F (1)dF (s)) jsou navzéjem inverzni; polozime-
li specielné v (219) F =0, (a tedy také z. = 0), dostaneme

/ AT (1, YW (7, 5) = —5(t — 5), (220)
kde jsme oznacili
2 1
Wr,8) = St = OIS0 (221)

Tzn. I'®(t,7) je ai na faktor inverzni jadro dvoubodové (souvislé) Greenovy funkce.
Odvodme nyni relace, vyjadiujici vztah mezi souvislymi a 1PI Greenovymi funkcemi v
obecném pripadé. Z definice I'[z] plyne

WF] = /th zalt +Z /dt1 AT (4 s ) za(t)Ta () - - zalty)

0.9}

- 3

n=2

n
/ dby ... At T (¢t b, . b)) za (ts) - . i (t) (222)

n!

kde za z.(t) je tfeba dosadit feseni kvantové pohybové rovnice (211). Rovnice (211) mé tvar

F(t)= — / dsT@ (¢, 8)za ()

1
Zm/dtz...dtnI‘(”)(tl,tz,...,tn)xd(tz)...xd(tn) (223)
n=3 ’

a s pouzitim (220) ji pFepisme do formy

ralt) = / dsw<2>(t,s)F(s)
+ Z /dt1 At WO (b, )T (b1, by ) waltz) - wa(t). (224)

Tento vztah lze chapat jako iterativni formuli pro rozvoj funkciondlu z[F|(t) do mocnin F'.
Nulté iterace je

= /dsW(2> (t,s)F(s). (225)
(0)

Dosazenim x,’ (t) za zc(t) do (224) dostaneme prvni iteraci

V() = /dsW (t, $)F(s)

+ Z (7/dt1 LAt WO ()T (8 by, )2 () 2 (t,)
= /dsW (t,s)F(s)
+ Z 7/dt1 At WO (8, 8)DM (b, 8y, ty)
— (n—1)!
X /dSQW 2 (ty, s9)F(s2) /dsn M tn, 5n)F (sn), (226)
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atd. Obecné
/dsW (t,s)F(s)

+ Z /dt1 LAt WO ()T (1 19, t)al D (k) a0 (E).
m= 3

(227)

Tato iteracni procedura generuje postupné cleny, které maji nadzornou grafickou interpretaci
- lze je totiz zobrazit jako souvislé grafy, sloZené z vrcholi (tém odpovidaji 1PI Greenovy
funkce) a vnéjSich a vnitfnich linii (tém odpovida dvoubodova souvisld Greenova funkce).
Popisme tuto korespondenci podrobnéji. Typicky clen generovany itera¢ni procedurou ma
tvar

Vo nj 14 ) )
/ [ I ds@w® e, s0) [ 0 (s, 59)
j=1k=1 j=1
I
L[ a0 Fle) 1T W ). (228)
k=1 m=1

Integrand obsahuje sou¢in “kmene” grafu W2 (t, sgl)), napojeného ve “spojovacim bodé” sgl)

na jeden z celkového poc¢tu V' vrcholti (1PI Greenovych funkci) ') se spojovacimi body
{3,(6])}221, pres které se integruje, dale E vnéjsich linii [ doyW 3 (7, 0/)F(0}) napojenych
(4)

na vlastni vrcholy (tim se mini, ze 7, € U} 1{31 ,---55n; y) a koneéné I vnitinich linii
W (8, tm) spojujicich rizné vlastni vrcholy, (tj. s, € {sgj), - ,s,(ljj)} aty, € {sgk), - ,s,(ﬁ)}

kde 5 # k). Pritom vSechna 77, sy, a t,, jsou navzajem riznd. Takovéto prispévky se scitaji
J Iy °m m
pfes vSechna moznd “propojeni” a vSechna mozna E, I, {n; }}/:1, pro néz jsou splnény relace

.
(E+1)+2I = an (229)

I-V+1=0. (230)

Zobrazime-li kazdy takovyto prispévek jako graf, sestrojeny z vyse popsanych vrchol, vniti-
nich a vnéjsich linii, pfedstavuje relace (229) tvrzeni, ze z vrcholu odpovidajicimu n;-bodové
IPT Greenové funkei vychézi pravé n; linif (po jedné z kazdého “spojovactho bodu” st),
zatimco relace (230) znamend, ze takto sestrojeny graf nemd zadnou smycku - jedna se tedy o
tzv. stromovy graf. Do n-té iterace pak prispivaji takové “stromy”, jejichz maximéalni “vyska”
(tj- maximalni pocet vrcholi, které 1ze projit pii cesté od “kmene stromu” po vnitinich liniich
dokud se nenarazi na vnéjsi linii, pficemz kaZdd vnitfni linie se projde nanejvys jednou) je
mensi nebo rovna 7.

Tyto iterace generuji spolu se vatahem (222) hledané formule, vyjadiujici souvislé Gree-
novy funkce pomoci 1PI funkci. Ukazme na piikladu tfibodové a ¢tyfbodové souvislé Gree-
novy funkce, jak tyto formule pracuji. Abychom tyto funkce ziskali, sta¢i najit feseni (224) do
f4dut (’)(F?’). To snadno obdrzime z prvni a druhé*” iterace. Prvni iterace dava (viz (226))

/dsW (t,s)F(s)

“SPtipomeiime, 7 za(t) = SW[F]/SF(t).
4"Kazd4 dalsi iterace produkuje korekece, které jsou fadu O(F*).

42



1
+ 5 / dtldtzdt3d82d83w(2) (t, tl)F(3) (tl, tz, t3)
X WP (tg, 59) F (s2) W (t3, 53) F (s3)
1
+ g / dtldtzdt3dt4d82d83d84w(2) (t, tl)F(4) (tl, tz, tg, t4)

XW P (tg, 59) F (s2)W D (t3, 53) F (s3)W ) (L4, 54) F (54)
+ O(F%). (231)

Dosadime-li x((zll) do vztahu (227) a podrzime-li pouze ¢leny do fadu O(F?), dostaneme

.’L‘(Q) (t) = a;(l)(t) + 2% /dtldthtgdSQW(Q) (t, tl)F(g) (tl, tg, t3)W(2) (tQ, SQ)F(SQ)

cl cl
1
X§ /dTldedngUQddgw(z) (tg, 7'1)]__‘(3) (7’1, T2, 7'3)

X WP (19, 09) F(o2)W P (13, 05) F (073)
+ O(FY). (232)

Odtud mame pro tiibodovou funkci

SN _(R)? SBWIF] _(R\? Pza(t)
a0 = (5 ) soraseas = = (1) esee
= (?)2/d$1d82d83r(3)(81,82,Sg)W(Q)(tl,Sl)W(Q)(tQ,SQ)W(Q)(tg,Sg)
== %/d81d82d831—‘(3)(81,82,83)
x (0|TZ(t1)Z(51)]0) (0] TZ (t2)Z(52)|0)c (0| T'Z(t3)Z(53)|0)e- (233)

Podobné pro ¢tyrbodovou funkci

s _(R? S WIF)
OTa)2 0 = (§) Sasr e

_ B3 (53$C1(t1)
- (T> 0F (t2)6F (t3)

= / d81d82d83d841—‘(4) (81, 52,83, 84)W(2) (tl, Sl)W(z) (tz, SQ)W(z) (tg, 83)W(2) (t4, 84)

|F=0

+ / ds;dsydssdsydrdol®) (s1,52, T)W(2) (T, U)F(3) (0,s3,$3)

x (WD (1, 50)W O (b, 52)W D (23, 53)W 2 (b4, 54)
+ WOy, s1)W B (t3, 52) W (b3, 53) W (24, 54)
+ WO (1, 51)W D (b, 52)W D kg, 55)W D (12, 51))

= %/d31d32d33d34f(4)(31,32,33,54)

X (O[TZ(#1)2(51)[0)c (O[T (£2) 7 (52)[0) (0T (#3) 7 (53)]0)c (O T2 (24) % (54) |0)

o\ 2
+ (%) /d31d32d53d34d7daf(3)(3175277')(0|T§(7)£(U)|0>cr(3)(07 53,53)
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X ((O]T2(21)7(51)|0) (0T % (£2) 7 (52)|0) (O TZ (£3) 7 (53)|0) (O TZ(£4) % (54)[0)
+(0]TZ(81)Z(51)]0) (0T Z(23) % (52)|0) (O TZ (2)Z (53) |0) (O] TZ (£4) Z(54)[0)

+ (0]72(t1)2(51)|0)c (0112 (4)Z (52)|0) (O TZ(23) 2 (53)|0) (0| TZ(¢2)Z(54)[0)c ) -
(234)

Jak je vidét v téchto specidlnich piipadech, souvislé Greenovy funkce se konstruuji z 1PI
funkci tak, ze se zapocitaji prispévky v8ech moznych stromovych grafi, sestrojenych z vrchold
odpovidajicich I'™ a linii W ®) (resp. z vrcholi (i/A)['(™ a linii (0|TZ(t)Z(s)|0).) takovych, Ze
vnéjsim liniim jsou vSemi moznymi (topologicky neekvivalentnimi) zptsoby pripsiny ¢asové
argumenty konstruované souvislé Greenovy funkce.

Pomoci predchozich vyrazti pro Greenovy funkce lze ziskat vytvorujici funkcional W[F] do
¢tvrtého fadu v F. Ukazme jesté jednu moznost, jak lze tento vytvorujici funkcional zrekon-
struovat primo pomoci z.], aniz bychom museli poc¢itat funkciondlni derivace. Lze postupovat
dvéma zplsoby. Jednak lze pfimocaie dosadit (232) do (222), to vSak nepfedstavuje nikterak
vyrazné uSetieni prace. Druha elegantnéjsi moznost je integrovat s danou presnosti funkcio-

naln{ diferencialni rovnici*®

SW[F]
SF(t)

Ta je funkcionalni analogii parcidlni diferencialni rovnice

— 2a[F)(t)- (235)

Vew(f) = X(£), (236)
kterd ma feSeni tehdy, jsou-li splnény podminky integrability

OX'  0XJ
ofi — oft’

(237)
vyjadiujici komutativitu parcidlnich derivaci. Reseni rovnice (236) lze pak vyjadfit ve tvaru
L df(t)
wl) =) + [ atX(E) —wity) + [ 4D X(E0) (238)
c(f fo 0 dt

kde C(f,fy) je libovolna kiivka s parametrizaci f(t), pro niz f(0) = fy a (1) =f.

Neni obtizné se presvédCit, ze aproximace (232) pravé strany rovnice (235) spliuje (v
disledku symetrie 1PI Greenovych funkci vzhledem k zaméné libovolnych dvou casovych
argumentt) nasledujici analog podminek integrability (237)

e [F)(8)  8al) [F)(s)
§F(s) — O0F(t)

(239)
V analogii s (238) lze pak psat

/ /dtdF Op)(4) + O(F), (240)

*87de jsme explicite vyznagili funkcionalni zavislost xc () na F.
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kde F;(t) je libovolna (hladka jako funkce 7) jednoparametrickd mnozina (kfivka v prostoru
vnéjsich zdroji F'), takova, ze Fy = 0 a F; = F. Vhodnou volbou je napt. F.-(t) = 7F(t),
mame tak

W{F] = /0 Car / AtF () D[ F(t) + O(FP). (241)

Po dosazeni za x((f) [TF](t) z (232) dostaneme konecné

WIF] = % / dtydts F ()W D (11, 15) (1)

+ %/dtldthtgdsldSQdS?,

KO (b1, by, 13) W (b1, 51)W @ (1o, 52) WP (L3, 53) F (51) F (52) F (s3)
+ % / dt|dtadtsdtsds;dsadssds, T (¢, o, s, 1)

XW @ (11, s1)W P (tg, 59) W P (23, 53)W P (b4, 54) F (s1)F (52) F (33) F (s4)
+ % / dt,dtydtsds;dsodr dradrsdosdos

XW @ (11, 51)F (s1)W P (ta, 59) F(s2)

X DO (41, b, t3)W P (t3, 7)T®) (11, 72, 73)

xW P (13, 09) F(02)W @ (75, 03) F (073)
+ OF). (242)

1.10 Fyzikalni vyznam efektivni akce, adiabaticka aproximace

V této podkapitole ukazeme, jak lze fyzikdlné interpretovat vytvarejici funkciondly, zavedené
v predchozi podkapitole, za predpokladu, Ze vnéjsi zdroj je pomalu se ménici funkei casu®.
Zacnéme jednoduchym piikladem, ktery se ukdze byt uziteénym v dalsim. Jak znédmo, energii
Ey zékladniho stavu |0) (dale budeme predpoklddat, ze zakladni stav je nedegenerovanym
diskrétnim bodem spektra hamiltonidnu H) lze ziskat Ritzovou varia¢ni metodou - tj. mini-

malizaci finkciondlu (¢|H|¢) na mnoziné normovanych stavt (¢|¢) = 1,

Ey= it (4]H|). (243)

Minimaliza¢ni proceduru lze provadét ve dvou krocich. Nejprve minimalizujeme na mnoziné
normovanych stavi, spliujicich dodate¢nou podminku

(9x|) =% (244)

Tim dostaneme funkci & (X)

&o(X) = inf _—— (¢|H|$) = ($(X)|H|p(X)) (245)
(¢lo)=1,(¢|x|¢)=X
pricemz predpoklidejme, Ze infimum se nabyva ve stavu |$(X)). Ve druhém kroku potom
minimalizujeme vzhledem k X,

E() == lgf 50 (f) (246)
X

4OMira “pomalé zmény” vnéjsiho zdroje bude specifikovina pozdéji.
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Formélné nutnou podminkou pro minimum funkce £(X) je anulovini prvnich parcidlnich
derivaci
0

ﬁ&] (%) =0. (247)

Bod Xpin, ve kterém nabyva funkce £)(X) svého minima, je identicky s vakuovou st¥edni

hodnotou operatoru X:

kde |0) je zékladni stav hamiltonianu H. V tomto smyslu lze funkci £)(X) chapat jako kvan-
tové zobecnéni klasického potencidlu V(x), jehoz minima urcuji klasické statické konfigurace
systému.

Minimalizaci s vedlejsi podminkou (244) lze provést metodou Lagrangeovych multiplika-
tort. Misto fukcionalu (¢|H|¢p) s podminkou (244) se minimalizuje funkcional

By F) = ($/(H —FR)|p)+Fx (249)

bez vazby (244), ktery je v8ak parametricky zavisly na multiplikitoru F a stfedni hodnoté
X. ProtoZe posledni ¢len na pravé strané (249) nezavisi na |¢), sta¢i uvazovat na X nezavisly

funkciondl (¢|(H — F - X)|¢). Oznacme

Ey(F) = <¢‘i¢{l>f:1(¢|(ﬂ —F-x)|¢) = (Eo(F)|(H — F-X)|Eo(F)). (250)
Tedy Ey(F) je energie zakladniho stavu |Ey(F)) systému s hamiltonidnem H — F - x. Pfi-
tom stav |Ey(F)) realizujici minimum funkcionélu s vedlej$i podminkou je uréen hodnotou
Lagrangeova multiplikdtoru, ktery spliiuje vztah

7 = (B ()& | Eo(F)) = (Bo(F)]| (— s (FF — FR) ) [Bo(F)) =~ Bo(F). (251)
Funkce &)(X) je tedy Legendreovou transformaci funkce Ey(F)
& (X) = Eo(F) + Fx. (252)
Plati tudiz také 9 .
i Eo(®) = F. (253)

Ukazme nyni, jak funkce Ey(F) a £(X) souvisi s vytvorujicim funkcionalem W [F] a efek-
tivoi akei I'[x¢1]. Uvazujme pomalu se ménici vnéjsi zdroj F(t), spliwjici

suppF(t) C (i,17), (254)
t.j. F(t;) = F(t;) = 0. Pro vytvoiujici funkcional Greenovych funkci mame
i it -
Z[F] = exp <ﬁW[F]> — (0T exp <ﬁ/ th(t)-x(t)) 10)
t;
i
= e (3 Ealty — 1)) OUIF)(t7. 1) 0). (255)
Stavovy vektor U[F]|(¢,t;)|0) je feSenim Schrédingerovy rovnice

iﬁ%U[F](t t)|0) = (H = F(t) - x)U[F](#,2:)[0). (256)
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Hledejme jeji reseni ve tvaru

U[F](t,t;)|0) = Zan E.(F(t))), an(t;) = 6no , (257)

kde stavy |E,(F)) jsou normovanymi®® vlastnimi stavy hamiltonianu H — F - X

(H —F - R)| B (F)) = By (F)| En(F)), (En(B)En(F)) = b (258)
Protoze F(t;) = F(t;) = 0, je |0) = |E,(0)) a plati tedy
2[F) = exp (5 Eolty — 1)) aa(ty) (259)

Pro koeficienty ay,(t) dostaneme nekone¢nou soustavu obycejnych linedrnich diferencidlnich
rovnic

hggen(®) = B (BE)on(8) = 3 (1) B (B0 o (FL6)

= an(t)(En(F(t)) — <En(F(t))|ih%|En(F(t))>)

- am(t) (En(F(t))|ih%|Em(F(t))> : (260)
m#n

kde jsme explicite vydélili diagondlni ¢ast matice (En(F(t))|1h%|Em(F(t))> Reseni (260) lze
zapsat ve tvaru

o) =exp (~ [ (BP0 ~ (EFONiLIEEON) A0, (201
kde A, (t) fesi rovnici
AL = —ﬂ;nwn(F(t))|m%|Em(F<t>>>Am(t>
= = X (GF0) B RO AT BAF O A @6
s potatecni podminkou
Ap(t:) = Son. (263)

Formalni feSeni posledni rovnice lze zapsat ve tvaru casové, resp. drahové usporiddané ex-
ponencialy (trajektorie F(¢) v prostoru oboru hodnot vnéjsiho zdroje je uzaviend, nebot
F(t;) = F(t) = 0)

A(t;) = Texp (% /ttf drM(E(r)) - (%F(ﬂ) A(t:)
— Poexp (ﬁ me dF - M(F)) Alt:), (264)

%Pro jednoduchost predpokldddme spektrum hamiltonidnu H — F - X diskrétni. Nésledujici Gvahy viak
zistavaji v platnosti i pro pfipad spojitého spektra, pokud zdkladni stav je nedegenerovanym diskrétnim
bodem spektra, oddéleny energetickou mezerou od excitovanych stavi.
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kde nekonecnd matice M(F) ma maticové elementy

Posledni rovnost je disledkem relaci (258). Pro koeficient Ag(t) tak dostdvame jako disledek
pocateéni podminky (263)

= ih

(266)

it d
Aty) = Tesp (5 [ dTM(F(T))-EF(T)>OO
> i\" rts , , dFi(ty)  dF™(t,)
- ~ (1 Aty ... dt, T(M"(t,) ... M (t, .
RX::OTL! (h) oo (M) (En)Joo =g, dt,

(267)

Je tedy Ao(ty) =1+0 ((dF/dt)z) nebot My = 0. Pro vytvorujici funkcional Z[F] Greeno-
vych funkci tak mame
i [t tr  dF(r)

Z[F] = exp <_ﬁ N d7r(Eo(F(7)) — Eo) — . dr dr

AB(F() IV Ey(F(r)))) Aoft))
(268)
a vytvorujici funkciondl W [F] souvislych Greenovych funkci je tedy diky (267) dén ve tvaru
fady v mocninach ¢asové derivace vnéjsiho zdroje dF(t)/dt
by . [t dF(7) .
WIF] = - 5 dr(Eo(F(1)) — Ep) + ih 5 d7r ——(Eo(F(7))[VE|Eo(F (7)) — ihlnAo(ts)
(269)

Pokud se vnéjsi zdroj pomalu méni s ¢asem (t.j. jsou-li jeho ¢asové derivace malé), je piirozené
podrzet pouze koneény pocet ¢lent tohoto rozvoje. Ponechdme-li pouze prvni dva ¢leny (tj.
polozime-li Ag(ty) = 1), jedna se o tzv. adiabatickou aproximaci. Ta je dobrou aproximaci
tehdy, lze-li v rovnici (260) pro n = 0 zanedbat ptispévek nediagondlnich ¢leni, tedy plati-li

MOm(F) i F(t)

Eo(F) <1 (270)

Odhadneme-li [F(t)| ~ [@F(t)|, kde @ je charakteristicka frekvence Fourierova spektra vngj-
siho zdroje F(t) a pouzijeme-li (266), lze tuto podminku ptepsat do tvaru
hio (Em (F)[X - F!Eo(F)>‘ ‘ hw  (Em(F)X - F|E(F))
En(F) — Eo(F) Eo(F) AE(F) Ey(F)

<1, (271)

kde AE(F) je energetickd mezera mezi zdkladnim a prvnim excitovanym stavem. Tedy adia-
batickd aproximace je pripustnd, je-li charakteristickd frekvence w malé ve srovnani s frekvenci
odpovidajici energetické mezeie a nejsou-li velké maticové elemety “poruchy” F - X ve srov-
nani s energii zékladniho stavu (nebo je-li mald amplituda pravdépodobnosti pfechodu ze
zékladniho stavu do vyssich excitovanych stavi pod vlivem vnéjsiho zdroje).

Casovy vyvoj zakladntho stavu |0) v adiabatické aproximaci je pak dén aZ na fazi

i) = oxp (1 / A7y (F(r)) — / ArAo(F(r)) () )
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(zde jsme oznacili Ag(F) = iA(Ey(F)|VE|Eo(F))) zakladnimi stavy |E(F(t))) casové zdvis-
1ého hamiltonidnu H — F(¢) - X; t.j.

U[F(t,1:)]0) = er 20| Ey(F (1)) (272)

Faze ¢(t) se sklada ze dvou ¢lenti. Prvni z nich,

¢
#o(t) = = [ drEu(F(7) (273)
je tzv. dynamicka fdze. Druhy ¢len

s(0) = [ arAE () E) (274

se nazyva adiabatickd (Berryho) fize. V adiabatické aproximaci tedy mame
WIF] = Eo(ty —t;) + ¢p(ts) + dn(ts). (275)

V&imnéme si nejprve vlastnosti prispévku Berryho fize. Ten lze zapsat ve tvaru kiivkového
integrdlu po uzaviené® kiivce F(7)

bu(ts) = f, AFAE), (216)
a tedy vymizi v jednodimenziondlnim piipadé a obecné tehdy, plati-li

Ao(F) = VpA(F), (277)

kde A(F) je vhodna funkce®?, resp. jsou-li splnény podminky integrability

) )
FiiF) = gria T OFi(t)

Al (F) Ab(F) = 0. (278)
Vsimnéme si, Ze tato podminka je totoznd s podminkou anulovini “tenzoru napéti” F;;(F)
sestrojeného pomoci “vektorového potencidlu” Aj(F). Tato analogie vede jesté dale. Piedpo-
kladejme, Ze jsme misto zdkladnich stavi |Ey(F)), které jsou urceny jednozna¢né az na fazi,
zvolili jiné zakladni stavy, dané formuli

|Bo(F))N = )| By (), (279)
kde A(F) je hladka funkce. Pfitom dostaneme
Ao(B)Y = ih™ (o (F) V| Bo(F)) Y = Ao(F) — hVpA(F), (280)

tedy “vektorovy potencial” se transformuje pomoci kalibra¢ni transformace. Berryho faze je
tedy nazavisla na vybéru zakladnich stavi |Ey(F)). VSimnéme si také, Ze se neméni “tenzor
napéti”, ktery je kalibra¢nim invariantem, odtud opét plyne, Ze transformaci typu (279) nelze
odstranit Berryho fazi (t.j. splnit podminku integrability (278), pokud byla jeji prava strana
nenulova pfi pivodnim vybéru zdkladnich stavi). Stejné tak i fyzikalni veli¢iny, odvozené

SlP¥ipomeiime, ze F(t;) = F(ty) =0.
32Tedy je-li diferencidlni forma dF-Ay(F) exaktni.
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od vytvorujiciho funkcionalu v adiabatické aproximaci, zavisi pouze na kalibraéné invariantni
kombinaci F;;(F). Piikladem takové veliCiny je x.(%):

SWF]

SF(D)

= L BFW) + ) AR) - S ANF(D)
OF(t) OF(t) de”™°

0

= iy P EO) + Py F@)E ) (281)

Soustfedme se nyni na ptispévek zbyvajicich ¢lentt na prvé strané rovnosti (275). Je-li
Berryho faze rovna nule (t.j. je-li 7;;(F) = 0) nebo lze-li ji zanedbat (napf. je-li F(t) “skoro
konstanta”)®® mame pro veli¢inu x () (srov. (251))

1) = =~ iy Po(E(E) = (Bo(F(O) B (F(0), (282)

x.1(t) je tedy v této aproximaci rovna stfedni hodnoté operdtoru soutadnice v zdkladnim
stavu hamiltonidnu H — F(t) - X a efektivni akce je (srov. (252))

el = Bolty 1)~ [ dr (Ba(F(r) = F(r) g Bo((0)
= Bty — ) - [ dréalxa(r)) (283)

kde £y(x1) je Legendrova transformace funkce Ey(F). Specidlné je-li F(¢) = F konstantni, je
i xc1(t) = x¢ konstantni a efektivni akce je

F[Xcl] = —(tf - ti)V(Xcl), (284)

%3 Je-li Berryho faze nenulova, méme

)
- OFi(t)

Bo(F(t)) = wa(t) + Fij (F(£) F7 (t) := T (¢)

a pro Legendrovu transformaci o(x) = Fo(F) + x - F plati

G B R) = G Ea(eh(®) + P (PO (1) = F' (o)

Méme tedy
0 i i :
Wgo(xcl(t)) =F'(t) + O(F)
a v dusledku toho, s pfesnosti (Q(F)7
i 0 i i :
[xa] = Eolty —t:) —F'(r )8Fi(t)Eo(F(t))—Ff¢jF —Ao-F

—F'F i F — Ao - F)

dT 80 Xcl .Ao . F)

Il
H-

Ny

|
o~

Il

|
\\\

Q..

S

V poslednim ¢lenu lze dosadit F'(t) = 0 (xa(t))/dzii(t), dopustime se tak chyby Fadu O(F?).
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kde funkce V(x.) se nazyva efektivni potenciil. Z predchozi formule je tedy zfejmé, ze efek-
tivni potenciél je az na aditivni konstantu identicky s funkci £y(x1), zavedenou na pocatku
této podkapitoly, t.j. pfedstavuje energii “testovacich zakladnich stavt” |¢p(xq)) s fixovanou
stfedni hodnotou x¢ = (d(xc1)|X|P(xc1))-

1.11 Wickova rotace a kvantova teorie pii kone¢né teploté

Vratme se nyni k obecné formuli (176)%4. Jak jsme vidéli v predchozim piikladu, tato for-
mule predpokladd, ze evoluéni operator, (stejné jako Heisenbergovu reprezenteaci operatoru
soufadnice) mé smysl definovat pro libovolné komplexni ¢ pomoci analytického prodlouzeni.
Predpokladame-li, ze totéz prodlouzeni ma smysl i pro klasickou trajektorii z(t) a klasicky
zdroj F(t), potom analytické prodlouzeni drdhového integralu pro Ty; — Fily; lze chapat
jako drdhovy integral s akci v exponenciele, kterd je dana kfivkovym integrdlem v roviné
komplexniho ¢asu® ¢

SclF ()] = /C dt (L(z(t), @ () + Eo + z(t)F(2)). (285)

Kfivka C se sklada ze tif Gsecek spojujicich po fadé body iT;,t;, déle t;,t; a nakonec ty, —iT}.
Tato “zalomend” cesta neni z hlediska dalsich aplikaci prili§ vhodna. Zminme se o metodé je-
jiho“naptimeni”, znamé jako Wickova rotace. Tato metoda spociva v analytickém prodlouzeni
ti,y — —im, s, kiivka C pak pfejde celd na ¢ast imaginarni osy. Akce Sc[F'(t)] pak odpovida
tzv. euklidovské akci (srov. (40))

: [T .

Sc[F(t)] = iSe[F(t)] = —i i dr (L(xg(71),itg (7)) + Eoy + F(T)x (1)), (286)
kde zg(7) = x(—ir). Vysledny euklidovsky vytvoiujici funkciondl Zg[F(7)|(7f, T;), pro ktery
méame nasledujici reprezentaci drahovym integralem

zg(Tf)=xf

Zg[F(7)] (15, 7)) 0" (2;) = 7, }ﬂw (L), Dxg(r)exp (—=Sg[F(71)]/h), (287)

generuje T-uspoiadané souciny operatoru Zg(7) = exp(Ho7/h)% exp(—Ho7/h), t.j. heisenber-
govskych operdtor v imagindrnim case ¢ = —ir. T-souciny se pak obdrzi zpétnym ana-
lytickym prodlouzenim vysledku pro 7 — it. Ukazme, jak lze toto analytické prodlouzeni
heuristicky pochopit.

Vsimneéme si, ze k vydéleni piispévku zdkladniho stavu z formule (173) staci limita T; f —
Fe Y00, § € (0,7/2). Prodlouzime-li jeté analyticky ¢;; — e 7 ;, prejde kiivka C' do
pootodené realné osy. Oznacéime-li z5(7) = z(e™7), mame pro kfivkovou akci Sc[F(t)]

i —i0 T i6 .
SclF(t)] = U Ss[F ()] = e /T dr (L(as(r),€085(r) + Bo + F(r)as(r)) . (288)

Akce Ss[F(t)] tedy interpoluje mezi obvyklou akci v redlném case a euklidovskou akci v
imaginarnim ¢ase. Prechod k euklidovské akci pak odpovida rotaci realné osy pro 6 = m/2

%4 Upozornéme, Ze nésledujici poznamky maji heuristicky charakter a nelze jim pfiklddat rigorézni matema-
ticky vyznam.

%5 Jak uvidime v dalim, podobné @vahy jsou typické pro kvantovou teorii pii koneéné teploté. Zde také
dochéazi k “michani” redlného a imagindrniho ¢asu (¢as a inverzni teplota).
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- to je tzv. Wickova rotace. Pfechodu k T-soucintim v redlném case odpovidd analytické
prodlouzeni inverzni k Wickové rotaci, t.j. podél kiivky ¢ = €7, § € (0, 7/2)

Dodejme jesté nékolik pozndmek k reprezentaci (287). Polozime-li v této formuli z; =
x; = x a preintegrujeme-li pfes x, dostaneme diky normalizaci vlastniho stavu

ZelF(Ol(rpym) = tim [ Do e (SSEFMIR), (28)

kde dradhova integrace probiha pies vSechny periodické trajektorie. Jak uvidime v dalsim,
tato formule umoziuje interpretovat euklidovskou teorii v terminech statistické mechaniky
pro nekonec¢nou (inverzni) teplotu.

Déle si vS§imnéme, Ze pro euklidovskou akci (286) neexistuje obecné limita Ty ; — £oo diky
pfitomnosti divergentniho ¢lenu Ey(Ty — T;). Chceme-li se tedy vyhnout vypoctu drahového
integralu pro koneéné euklidovské Casy a pocitat (napf. gaussovské integrily) piimo pro ne-
konec¢ny interval, je tfeba vhodné normalizovat vyraz (287) a zkratit potenciilné divergentni
vyrazy. ReSenim je formule

ZplF(n)](ry,7) =

ng((?olTiii D g (7) exp (_% I dr(Lp(eg(r), ép(r)) — F(T)xE(T)))
ffE((foolijiz Dz p(T)exp <—% 2o drLp(zp(T), 2R (7’)))

kde Lp(zg(7),2g(7)) = —L(zg(7),i2E(7)). Poznamenejme, ze ¢itatel ani jmenovatel tohoto
vyrazu neexistuje oddélené jako kone¢na limita pro Ty ; — +oo.

Ilustrujme tuto metodu na piikladu harmonického oscildtoru. Euklidovska akce ma tvar
(v limité Ty; — o0, t.j. jiz bez nebezpeéného Ey ¢lenu)

e ep(t)\?  mwlcp(T
SelF(n) = [ dr <3m (d £l )> 4 mtee(r)” —F(T):EE(T)> (201)

, (290)

2 2
Vytvorujici funkciondl pro euklidovské r-uspotfadané souciny je

B fa;E(ioo):O Dap(r) exp (—Sg[F(1)]/h)
e ) = o () exp (—5p0]/R) (292)

kde jsme ve formuli (290) zvolili®® z7; = 0. Pro Fourieriiv obraz feseni klasické euklidovské
pohybové rovnice (pfedpoklad o existenci Fourierova obrazu automaticky zarucuje splnéni
okrajovych podminek pro drdhovy integral) mame

Fp(B) = %% (293)
kde
7(B) = / drel?T P (r) (294)

%6 Jeding tato volba je konzistentni s neomezenym &asovym intervalem (—oo, +00). Na druhé strané bychom
mohli pti konecném Ty, T; fixovat okrajové podminky libovolné€, potom spocitat euklidovskou akci pro tento
konecny Casovy interval a teprve ve vysledném vyrazu provést limitu Ty; — Foo. Vysledek by zdvisel na
zvolenych okrajovych podminkéch pouze prostfednictvim faktoru Q(zf)Q* (z;) ktery by se zkratil s podobnym
faktorem ve jmenovateli.
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je Fouriertuv obraz vnéjsiho zdroje. Pro extremdlni euklidovskou akci tak méme s uzitim
Parsevalovy rovnosti

min _
SETIE(] = 47rm/ E2+w2 ' (295)

Dosazenim za F(E) z (294) a s uvdzenim podminky normalizace Zz[0] = 1 mame

1 /7
ZulF (N, m) = exp (55 [ drdo P)F(0)Gu(r,0) (206)
kde Gg(1,0) je Greenova funkce operatoru m (w? — (d?/dr?)) dand vyrazem

Gg(r,0) = —(7| (m <d2/d7'2 — wQ))_l |o)

—iE(T—0
_ 1 fABEeEU 1 g (297)
mJ 2r E?+w? 2mw

Tlustrujme nyni na tomto ptrikladu zpétné analytické prodlouzeni 7 — it, 0 — is. K tomu se
nejlépe hodi vyjadieni Gg(7, o) pomoci Fourierovy transformace. Pro 7—o > 0 lze deformovat
integrac¢ni cestu v komplexni roviné proménné E tak, ze poloptimku (0, 00) pooto¢ime o thel
—6 € (0, —m/2), aniz bychom zménili hodnotu integralu (pro E — oo je integral po oblouku
Ee™?, ¢ ¢ (0,9) potlaten faktorem exp(—E(1 — o) sin ¢)/(E? +w?)). Pii takto deformované
integrac¢ni cesté integral existuje i pro komplexni 7 — o, pro néz Arg(t — o) €< 0,6 > a je
analytickym prodlouZenim pivodni funkce Gg(r,0). Pro komplexni 7 — o = |7 — oe® (které
je z vySe uvedeného oboru) lze (opét beze zmény hodnoty integralu) napfimit “zalomenou”
integracni cestu pootoc¢enim polopiimky (—oo,0) o tthel —d. Zcela analogicky lze postupovat

pro T — o < 0.
Pii analytickém prodlouzeni 7 — €7, 0 — e jsme tedy efektivné pootoéili integraéni
cestu v komplexni roviné proménné E na E — ¢ YE, dostaneme tak

i

w1 1 dE efiE(Tfa)

Gp(e’r,e%) =e —
(e%7,¢%0) m) 2w e WOE2 4 2

N dE efiE(Tfa)
=2 | 2r B2 — W + 28E2((1/2) — 0))

coz dava stejné pravidlo obchézeni pdli jako pavodni vyraz (180).

Zminme se kratce jesté o jednom aspektu analytického prodlouzeni ¢ — —ih7 do imagi-
narnich casi. Jak jiz vime z tvodni podkapitoly, tato operace odpovida pirechodu od evo-
lu¢niho operatoru U(t) ke kanonické matici hustoty p(83) pii koneéné inverzni teploté =
1/kT = 7. Kanonické parti¢ni suma Z(8) (jejiz logaritmus souvisi s volnou energii vztahem
Q= —(1/6)InZ(5)) a tepelné stfedni hodnoty jsou dany vyrazy

(298)

Z(B) = trp(B /da; z|p(B)|z) (299)

(0@ = 27 xp(B)O(@,5) = 27" [ dalal p(B)O () (300)
Posledni veli¢inu lze obdrzet pomoci tepelnych Greenovych funkei definovanych pro 7; € (0, 5)

Gp(T1, 725+, Tn) = (T Z(11)E(12) . .. Z(T0)), (301)
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(kde pro 0 < 7 < (B je (1) = exp(tH)Zexp(—7H) a T, znacl T-usporadéni) postupem
analogickym formuli (186) (s tim rozdilem, ze nyni plati p(7) = m(i/h)(d/d7)z(7)).
Velic¢iny tohoto typu lze reprezentovat dradhovym integralem s euklidovskou akci, napf.

z(B)=x B i
Z(p) = /d:r /a:(O)a: Dzp(1)exp </0 drL(zg(7), ﬁxE(T))>

= / Dxp(t)exp (=Sg(B)), (302)
z(0)=x(8)

v poslednim vyrazu se integruje pies vSechny periodické trajektorie. Podobné vytvoiujici
funkcional tepelnych Greenovych funkci ma reprezentaci

Z5[F(r)] = (T exp (— [ dTF<T>@<T>>> = Lisp()1, exp (— [ dTFm:fc(T))

Jooy—a(s) Dra(r) exp (= Sp(B) = J}} drF(r)ap(7))

- . (303)
fa:(o):a:(ﬁ) Dzp(7)exp (—Sk(B))
Platnost posledni formule je dusledkem identity (167), jejiz euklidovska forma zni
ﬁ ~
Texp [ drF(a(r) | = exp(GH)F(r))(6), (304)

podobné, jako formule (172) byla dusledkém této formule pro redlné casy.

Jak jsme jiz uvedli, tepelné Greenovy funkce jsou definovany pro 7; € (0, 3). Pravé strana
(301) je formalné definovana pro libovolna 7, pokud vSak nejsou 7; z vyse uvedeného oboru,
vztah (304) neplati a neplati ani jeho disledek (303). Prirozené prodlouzeni na vSechna reilna
7 je prodlouzeni periodické®” s periodou 3, toto prodlouzeni je efektivné zahrnuto ve formuli
(303), chapeme-li F(7) jako (8 periodickou funkeci. Tlustrujme to na obligdtnim pfipadu har-
monického oscilatoru.

Spoctéme nejdrive partiéni sumu. Protoze integrace je gaussovska, je parti¢ni suma imérna
determinantu operatoru (—(d/hd7)2 +w?), ktery je definovin na prostoru funkei periodickych
s periodou (. Pifslugné vlastni hodnoty jsou Ay = w? + (2rk/Bh)?, k =0,+1,£2, ..., takze
mame
—-1/2

_ o0 ak\ 2
() = NDet (m(—(d/hdr)? + w?)/27) N I1 (m(w2 + (%) )/2w>
k=—00

(i) TR ()

—1/2
B = 27k\? 1 1 /2m\'? hwpi/2
- ( _H m(ﬁ) ﬁ) 5(%) sinihwp/2

37Pro fermionové stupné volnosti je piirozené prodlouzeni antiperiodické, viz déle.

o4



—1/2
Ll 21k\? 1 o\ 1/2 1
- (kgk¢0m<ﬁ> ﬁ) <E> " Sh(hwB)2)

~1/2
bad 27k 2 1 21 1/2 00
- (k:—lo_o[k;é()m <ﬁ> %) (E) hﬁgexp(—ﬁﬁw(n +1/2))

= io: exp(—phw(n + 1/2)), (305)

n=0

kde jsme do normalizac¢ni konstanty N zahrnuli (nekonecéné) faktory, nezivislé na energetic-
kych hladindch systému (t.j. na w), explicite

N = L(E)W( ﬁ m<27”“>2/27r)1/2
A o\ hB

1/2 2\ 1/2
- L <ﬁ> " Dot (—i%d—> : (306)
hB \ 27 27 B2 dr?
zde Carka u znaménka determinantu znaci vynechani nulové vlastni hodnoty. Rovnost (305)
dokazuje shodnost takto ziskané particni sumy s obvyklou definici.
V pribéhu predchoziho vypoctu jsme dokazali nasledujici analog formule (127) pro prede-
xponencidlni faktor euklidovského gaussovského integralu s kvadratickou formou definovanou
operatorem A na prostoru periodickych trajektorii:

1 /m\/? —1/2
— | — D A
W ( 27T) et712A, (307)
kde regularizovany determinant je formalni podil
Detr(A/27) := DetA/Det’ _m & (308)
etr ) := De a2 |

Tento vysledek lze chapat také jako vztah mezi dvéma vyjadienimi funkciondlni miry. Rozvineme-
li trajektorii g (7) do vlastnich funkci (méda) f,,(7) operdtoru A

o
zp(1) = > @ fnlT), (309)
n=0
lze symbolicky psét
o
Dxp(t) =N H dap,. (310)
n=0

Déle je tfeba najit Greenovu funkci, t.j. inverzi operdtoru m(—(d/hdt)? + w?) na prostoru
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B-periodickych funkei. Vysledny vytvorujici funkcional Zg[F(7)] potom bude®®

1 (8
Z5[F (r)] = exp (5 / deUF(T)F(U)Gg(T,U)) . (311)
0
Metodou, popsanou v podkapitole 1.7, dostaneme

_ 2. exp (i27k(T — 0)/fB)
Gstro) = g kzoo (27k/pR)* +w?

(312)

K vysumovani této rady pouzijeme metodu, kterd je typickd pro kvantovou teorii pole pii
konecné teploté. V8imnéme si, ze funkce f(E) = (1/2)8 cot(1/2)5E ma pdly na reilné ose v
bodech E,, = (2mn/f), s rezidui rovnymi jedné. Muzeme proto psat

R 1 oo—ie —oo-+ie 1 1 lE(7—0)
Gy(r,0) = / n )dE— t(— E>7 313
ﬁ(T J) ﬁm 2mi ( —oo—ie co-+ie 2/6(:0 2I6 E? + h2w2 ( )
Rozepiseme-li jesté
1 1 i8 |

dostaneme

h2 co—ie 1 1 plE(T—0)
sty = o [ an (L
s(1,0) 2mm J —oo—ie (2 + elbE 1) E2 + K202
h2 —oo+ie 1 1 iE(T—0)
(b Ly
2mm Joo+tie 2 e BE _1) E2 4 2,2
K2 [ dE eE(r=0) N h? [oo—ie dEcosE(T—U) 1
mJ) 2m B2 - h2w?2  mm J_eo_ic B2 + h2w2 Pl — 17
V prvnim teplotné nezivislém integralu snadno rozezname euklidovskou Greenovu funkci
(297), druhy spocteme pomoci reziduové véty®?, takze vysledek zni

(315)

cosh iw (1 — o)

h
Gﬂ(T,U)—ﬁGE(ﬁT,ﬁU)—F(%) eﬁhw—l

(316)

| . ( h ) cosh hw(r — o)
_ e i S

2mw wm efhw — 1
Vyse uvedend metoda sumace pres diskrétni frekvence umoznuje prirozené vydélit teplotné

nezavisly prispévek, ktery neni ni¢im jinym nez piispévkem zakladniho stavu, a prispévek

%8Klasicks akce je v tomto p¥ipadé rovna

8
Se(B) = 5/ drF(1)xs(T),

povrchové cleny tentokrdt nepfispivaji diky periodicité FeSeni euklidovské pohybové rovnice zg(r) =
B
_‘f& doGg(r,0)F (o).
*“Integraéni cestu lze uzav¥it v dolni komplexni poloroving, InE < 0; pro E — oo je pak integrand potlaceny
faktorem alespoil exp(—ImE(|7 — o] — 3)), nebot pro 7,0 € (0,8) je |7 —o| — 8 < 0. Do integralu p¥ispiva pdl
E = —ihw.
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tepelnych excitovanych stavi (ktery vymizi v limité § — o), Gmérny tepelné stfedni hodnoté
operatoru®® (N) = (aTa). Skuteéns, uzitim “redukénich formuli” typu (186) mame

- ) mw 1 0 1 0 1
W= Jim (5) (- reae) (Famar) G0 = gy @17

V tomto smyslu lze tedy interpretovat euklidovskou teorii jako statistickou mechaniku pfi
nekone¢né (inverzni) teploté. Poznamenejme, ze naivni limita vytvorujiciho funkcionalu (311)
(a obecné vytvorujiciho funkcionalu (303)) pro 8 — oo neptechizi ve vytvorujici funcionaly
(296), resp. (289). Diky periodicité trajektorii a klasického zdroje lze vSak formuli (303)
prepsat na tvar

xT T)ex — ﬁ/2 T T T)T T
Zﬁ[F(T”:fﬂ_mzwmp w(r)exp (= [70, dr(Lp(r) + F(r)zp( >>)7 1s)

fw(fﬁ/Z):x(ﬁ/Z) D.’I)E(T) €xp (_ f//iQ dTLE(T))

ktery uz dava v limité euklidovsky vytvorujici funkciondl (289).

Na zavér této kapitoly spoctéme jesté jeden priklad, na kterém budeme ilustrovat jisté jem-
nosti gaussovského integrovéani, spojené se symetriemi euklidovské akce a existenci nulovych
modi operatoru, definujiciho kvadratickou formu v exponenciale integrandu. Timto piikla-
dem bude partiéni suma volné ¢astice v d dimenzich. Protoze je takovy systém translacné
invariantni, zavisi jddro matice hustoty p(x,y) pouze na rozdilu x — y. Parti¢ni suma , t.j.
stopa matice hustoty je tedy nekonecnd

Z(p) = /ddxp(x,x) :p(0,0)/ddx. (319)

Ptvod tohoto nekoneCna je zfejmy, uzavieme-li nejprve systém do kone¢ného objemu V,
potom [ d% = V a divergence se objevi az v termodynamické limité V — oo. Tento jev viak
nepredstavuje z fyzikilniho hlediska zddnou patologii, nebof fyzikilni vyznam neméd partiéni
suma, ale jeji logaritmus, ktery je imérny volné energii a ta je urCena az na aditivni konstantu.

Ve formalismu drahového integralu je pfi¢ina divergence parti¢ni sumy spojend s translacni
invarianci euklidovské akce. Trajektorie, které se lisi az na translaci, ptispivaji do dradhového
integralu stejné a jejich p¥ispévek je dmérny objemu grupy symetrie, t.j. grupé translaci RY,
ktery je nekonecny.

Ukazme, jak lze v rdmci tohoto formalismu faktorizovat objem grupy symetrie z partic¢ni
sumy. Jak vime z pfedchoziho, 1ze psat

B m
Z(8) = / Dx(r) exp (- /O dfﬁx%)). (320)

Integral na pravé strané je gaussovsky, je tedy formalné roven®!

1 m d2
Z(B8) = NDet /2 | - — - —
(p) et ( 27 k2 d72>’

kde N je normaliza¢ni faktor (306). Protoze vSak operdtor —d?/d72 m4 nulovy méd, vyraz
diverguje. To je dalsi pric¢ina divergence, té€sné svazand s predchozimi. Vlozme do integrandu

50Tento faktor odpovida stfedni hodnoté podtu boseovskych Eastic ve stavu s energii fiw.
51 Pfipomefime, %e jsme v d dimenzich.
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(320) jednicku, vhodné zapsanou ve tvaru

1= /dda(5 / drx(7) —a) /dda(5 —xo —a), (321)

kde xg je konstantni ¢len rozvoje obecné trajektorie x(7) do médd operatoru —d?/dt?:

x(1) = \/LBXO + Z Xp, Sin (27;1 ) Z Yn, COS (27;1 ) . (322)

Po tpravé mame

/dd /Dx exp( / dT2h2 )> Bd/Q(s (x0 — /Ba). (323)

Drahovy integral snadno spoc¢itdme s uzitim formule (310). Nebezpecnd integrace pies pro-
ménnou Xy je nasycena ¢ funkci, takze se netrividlné integruje pouze pres prostor nenulovych
médi; jako vysledek obdrzime

1 m d? 4/
Z(B) = N4B¥?Det’ | - —— — /dd 324
(8) = N2 Der’ (5T a, (324)
kde carkovany determinant je opét soucinem pouze nenulovych vlastnich hodnot. V piipadé
koneéného objemu mame podobné

d nd/2 ’ 1 m d2 4/ d
Z(B) = N4B Det <—%ﬁﬁ> /d ayv(a), (325)

kde xy(a) je charakteristickd funkce objemu V. Pfitomnost §-funkce v integrandu drahového
integralu totiz vybird pouze ty trajektorie, jejichz “Casova stfedni hodnota” je rovna a. Pro a
mimo objem V zadné takova trajektorie neexistuje a prispévek drahového integrilu je roven
nule. Koneény vysledek tedy zni, vyuzijeme-li explicitniho tvaru normovaciho faktoru (306)

m O\ /2
Z(B) = (—) V. 326
= (575 (326)
Ve vyse uvedeném postupu jsme tedy nejdfive zafixovali volnost spojenou se symetrii
pozadavkem x(7) = a, ktery neni invariantni vzhledem k translacim trajektorie x(7) —

x(7) + b a vybira tak ze vSech trajektorii, davajici stejny ptispévek do drahového integrélu
praveé jeden exemplar, a teprve potom provadéli drahovou integraci. Ta uz neobsahovala nulové
moédy (symetrie byla naruSena) a tudiz byla bezproblémova. Extrakce integrace pies xg je
znama jako metoda kolektivni soutadnice. Podobny postup se pouzivé v teorii kalibra¢nich
poli, roli symetrie zde hraje p¥islusné (lokdlni) kalibra¢ni grupa.

1.12 Fermionové stupné volnosti a Berezinuv integral

Uvazujme 2"V-hladinovy kvantovy systém, odpovidajici N fermionovym stupiifim volnostif?
Hilbertiv prostor stavu je pak linedrnim obalem stavovych vektort tvaru

i1y, .- ik) = a; a; ... a;f |0), (327)

11 712 "

62y yklad této podkapitoly je “volné prevypravénym” podle [8]. Alternativni piistup, zaloZeny na Fockové-
Bargmanové reprezentaci lze nalézt napt. v [7].
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+

kde i1 <19 < ... <, kK < N, kreacni a anihilacni operatory a;,

fermionové antikomutacni relace

a;, t =1,2,..., N spliuji

{ai,aj} = 0ij, {ai,a5} = {a'-",aj} =0 (328)

)

a zakladni stav je definovan relaci
a;|0) =0, =1,2,... N. (329)

Na kvantové mechanické rovni lze tento systém modelovat napf. souborem N spint s =
1/2 interagujicim s vnéjSim statickym magnetickym polem, operatory a;, a;“ lze ztotoznit s
posunovacimi operatory s;-t = s} +is? a zdkladni stav |0) odpovid4 nap¥. stavu se viemi spiny
orientovanymi ve sméru vnéjsiho magnetického pole.

Dimenze Hilbertova prostoru stavii takovéhoto systému je koneéna, rovna 2V, V této pod-
kapitole ukizeme, Ze i pro takovyto systém lze definovat reprezentaci evolu¢niho operatoru,

vytvorujictho funkciondlu resp. parti¢ni sumy drahovym integralem.

Sestrojme pomoci operatori a;, a}-" antikomutujici operatory “impulst” a “soufadnic”%3
Qi :=a, Pi:=iha; =ihQ], (330)

pro néz plati
{P,Q;} =ihdi;, {P, P} ={Q:,Q;} =0. (331)

V Hilbertové prostoru stavii neexistuji spoleéné vlastni vektory operatori @; (a podobné
ani spolecné vlastni stavy operatorti F;), nebot kdyby existoval takovy vlastni stav |G) s
nenulovymi c-¢iselnymi vlastnimi hodnotami g;, kde @Q;|G) = ¢;|¢), a predpokladali-li bychom
tedy [Qs,q;] = 0, méli bychom

0= (QiQ; +Q;Q:)|7) = (¢4 + 4;4:)19), (332)

t.j. “vlastni hodnoty” ¢; by musely antikomutovat! Pripustime-li v8ak tuto nezvyklou moz-
nost, lze i pro operatory ); a P; sestrojit “soutfadnicovou” resp. “impulsovou” reprezentaci,
analogickou reprezentaci sestrojené pomoci vlastnich vektord obvyklych operdtora &;, p; v
Hilbertové prostoru orbitalnich stupni volnosti.

Nezbytnym matematickym objektem, potfebnym k tomuto zobecnéni, je tzv. Grassman-
nova algebra - t.j. asociativni algebra s jednotkou nad télesem redlnych nebo komplexnich
¢isel s N antikomutujicimi generatory

{Qi>Qj}:07 i,j:1,2,...N. (333)
Elementy této algebry jsou formalni fady typu
N
f@)=fo+ D fis + D [i@aj+---+ frz.nqa2- - qn, (334)
i=1 i<j<N

(kde fii,..5, jsou redlnd nebo komplexni ¢isla) které se v tomto kontextu nazyvaji funkcemi
antikomutujicich proménnych ¢;. Protoze kvadrat kazdého generatoru je roven nule, fada ma
vidy kone¢ny pocet &lent a dimenze Grassmannovy algebry s N generdtory je 2V. Linearni

63V&imnéte si analogie s Diracovym polem, kde zobecnénym impulsem k poli ¢(x) je i)™ (x).
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kombinace a souciny elementti tohoto typu jsou opét zapsatelné v tomto tvaru, pouzijeme-li
antikomuta¢ni relace k usporadani generatort ¢; do standardniho poradi, napt. (1 4 g3)(gs +
70192) = g3 + q1q2 + q192g3, atd.

Pro funkce antikomutujicich proménnych lze zavést analog derivace a integralu. Leva
(pravd) derivace se definuje pomoci nasledujicich operdtorovych relaci

0 o 0

zde g; se chape jako linearni operdtor ptsobici na funkce antikomutujicich proménnych podle
predpisu ¢; : f(q) — ¢;f(q). Tato definujici relace je zobecnénim obvyklych relaci

0 o 0

[a—%,xj] =4 =0 (336)

17> [&vz ) axj ] ’
platnych pro operator derivace funkci c-¢iselnych proménnych. Podobné jako v tomto pripadé,

kdy plati
0 0

il =[— 337
5100 =[5 760, (337)
definujme levou derivaci monomu g;, gi, . . . gi,
0 0
g Lt G [8—%7 Qir iz - - - Qi) (k41 (338)

analogicky pravou derivaci

Qi1 Gis - - - Gy, (%Z = [4i\ iy - - - Qi » aiqi](_)kﬂ. (339)
Zde [.,.]+ je (anti)komutitor prislusnych operatori (opét se monom chipe jako operator na-
sobeni sebou samym). Na libovolnou funkci antikomutujicich proménnych se levd (pravd)
derivace dodefinuje linearné. Pri praktickych vypodétech to znamend proantikomutovat ope-
rator derivace 0/0¢; v kazdém ¢lenu rozvoje f(q) do fady v antikomutujicich proménnych,
ktery obsahuje g;, aZ na pozici pied (za) ¢; a tuto proménnou vyskrtnout5*.

Tato definice (levé) derivace spolu s faktem, Ze dimenze Grassmannovy algebry s N gene-
ratory je 2V, umoznuje reprezentovat Hilberttv prostor staviit N fermionovych stupiit volnosti
prostorem funkci NV grassmannovskych generatori prostiednictvim nésledujictho ztotoznéni
bazi obou vektorovych prostori

| Z1Z2Zn> 7 Qi1 9iy iy 5 | 0> — 1 (340)

Stavu
f=0HhIl0)+fili)+...+ fiz.n | 12...N)

v této reprezentaci odpovida nésledujici vlnova funkce antikomutujicich proménnych

(@) = fo+ figi + fijaiqj + ... + f12..Nq1G2.--qN - (341)

54Nebo, coz je toté, proantikomutovat proménnou ¢; na prvaoi pozici zleva (zprava) a vyskrtnout ji.
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Operatory P;, @Q; jsou reprezentovany operacemi nasobeni grassmannovskym generdtorem a
levou derivaci

Qi — g (342)

0

P, — ih—. (343)
J

0q;
Takto definovana reprezentace je analogii x reprezentace kanonickych komutacnich relaci,
které jsme vyuzivali pfi konstrukci drahového integralu, prvek (341) Grassmannovy algebry

odpovida vlnové funkci. Ukazme, Ze v této analogii lze jit jesté dale.

Rozsitime-1i ptvodni Grassmannovu algebru o dal$i kopii N antikomutujicich generatora

gj,» 3 =1,2,..., N, lze se snadno presvédcit, Ze zobecnény stav s vlnovou funkci
N
fa) = (g — @) = exp Z e a q1G2--qN (344)
i=1
je “spoleénym vlastnim vektorem” operatord Q; s antikomutujicimi vlastnimi hodnotami g;:
N N
- ~ ~ i—1 ~ 2 ~
Qi —a)fe) = (¢ — @) [[(ei—@) = (-1 "¢ —-¢)* I (@a—a@) =0 (345)
i=1 i=1,i#j

V terminech pivodniho Hilbertova prostoru stavi tomu odpovida formalni linedrni kombinace
stavovych vektoru s grassmannovskymi koeficienty, (které kvili konzistenci s Q-reprezentaci
musi antikomutovat s operdtory Pj, Q;):

@) = H i —)|0) —eXP( qu ) 1Q2-..Qn | 0). (346)

Podobné lze zkonstruovat zobecnéné bra-vektory, které jsou spole¢nymi vlastnimi stavy ope-
ratort (),

. N
(1= (0] exp (—% ZqP) , (347)
p

pro néz plati

. N
@@ —d) = (0]exp (—%Z@Pj) Qi — @)
j=1
= 0] (1-13P) (@i — @) exp 7
( h ) ( J%ﬁ ! )

= (0] (=g — hquQz eXp( Z gj >_ : (348)

J Lj#i

Normalizace vlastnich stavii operdtort @; je tedy
(dlg) = (J!H - G;)[0)
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N

= TI(d: —@)d10)

(@ — @) (349)

|
=t

Vlnovou funkci stavi | 4142...0n) lze pak ziskat podobné jako ve standardnim p¥ipadé jako
skalarni soucin

{q | i1i2...0n) = (q | Qi Qiy---Qi, | 0) = Giy Gir---Gi, - (350)

Spoctéme jesté Q-reprezentace bra-vektord

(t1ig...inlq) = (ir)"(0|P, P, - eXP( ZQJ )Q1Q2 - Qn|0)
= (iR)™™(0|P, P, ;... P, (Q1 — q1)(Q2 — @) ... (Qn — qn)|0)

_ N-n ~ ~

= (-1 it yoensinskt sk = D1 Qkz + + - Q5 (351)
(v poslednim radku je €;,. ;, IN-dimenziondlni Levi-Civittiv symbol a s¢itdni pfes indexy
ki ...kn_p, které jsou rizné od indexti 4 .. . i, se neprovadi).

Analogicky lze nalézt spoletné vlastni stavy operdtori P; s vlnovymi funkcemi v Q-
reprezentaci

N .
f5(q) = Nexp(+ Zp]qj =NT[ (1 + %p}-qj> , (352)
j=1

kde N je vhodny normaliza¢ni faktor.
Pro takto definované vinové funkce plati

N 0 i
(P =) = N IT 1+ )
8 N
= N(ihT ;) (1 + hpj %) H (1 + thQz)
9 i=Li%j
N
= N@i—-p) ]I (1 + hpzqz> =0. (353)
i=1,i#j
V terminech ptvodniho Hilbertova prostoru mame
L
) = N exp(= > 5;Q;) | 0)- (354)
j=1
Prislusné bra-stavy jsou
L
(| =N (ih) V(0| PyPy_1...P; exp —5 2 5iQ; | - (355)
j=1

Pro skalarni souciny téchto stavii s vlastnimi stavy operdtort (); mame tedy
(lp) = N{(q | exp ( ZPJQJ) = Nexp ( Zpgqj) (356)
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a podobné

- N
Pla) = N(h) V(0| PyPy_y...Pexp (—%Z@Qj) | 9)
j=1
i & N
= MNexp (—ﬁZpNjaj) (ih) "™ (0| PyPy_1...P1 | §)
j=1

. N
= Nexp (—% Zﬁjqj) . (357)

j=1
Normalizace vlastnich stavii operatort P; je
(' |P) = N*(=i0) N (By — D) By—1 — Pn—1) - (B, — ). (358)

Volbou N = (—1)N(N=1/4(_ix)N/? dostaneme
w'p) = 1] ®; — 5y, (359)
j=1

coZ je tataz normalizace jako pro vlastni stavy |q).

Aby analogie s x reprezentaci byla kompletni, potfebujeme jesté vhodné zformulovat relace
uplnosti pro zobecnéné stavy |§) a |p) a skalarni soucin v @) reprezentaci. Ma-li byt pfifazeni
(340) izomorfismem Hilbertovych prostord, je nutné skaldrni sou¢in dvou vlnovych funkei
(341) f(q) = X4 <.y, Jirein@in -+ @i 2 9(0) = 24y <y, Girin@ir - - - €, V Q-TEPrezentaci roven

FDlg@) = D fi i Girein- (360)

11 <.ulp

Tento skalarni sou¢in bychom chtéli psat v analogii s z-reprezentaci pomoci vhodné definované
operace integrovani na Grassmannové algebie ve tvaru%

(o) = [ (@ a(dle) (361)

Integral na Grassmannové algebfe by mél spliiovat pozadavek linearity, t.j. pro libovolna
(komutujici) c-¢isla a, B a funkce grassmannovskych generatori f(q), g(g) musi platit

[ Patar (@) +Bota) = o [ as@) + 5 [ ¢¥aglo) (362)

Stadi tedy tuto operaci definovat pro usporddané monomy. Abychom splnili relaci (360), musi
platit (srov. (350,351))

(i1i2 . --in/@dNCR(ﬂﬁjQ coJm) = Onmiy i -+ Oi s (363)

tyto vztahy vyjadiuji relaci aplnosti pro stavy |q),

/IfﬁchY(cYI =1, (364)

55Poznamenejme, ze v nasledujicim vztahu zdlezi na poradi faktorti za integra¢nim znamenim, jak uvidime
v dalgim, symbol d” g obecné nekomutuje s funkcemi grassmannovskych proménnych.
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v terminech maticovych elementt v bazi |iis .. . i,). Totéz explicite, pomoci vinovych funkei,
znamend pozadavek platnosti formuli

/(—1)N_”%,...,in,kl,...,kN,n%%z @iy AV GG = Oumbiy gy - Oi - (365)

Tento pozadavek lze splnit, postulujeme-li

/d q4i, 9, - _5TLN611,’L2, ) (366)

kde €;, j,,..in je IN-dimenzionalni Levi-Civitiv symbolﬁﬁ, a nasledujici antikomutacéni vlast-
nosti forméalnich diferenciala
{dgi, dg;} = {dgi, ¢;} =0, (367)
pricemz definujeme
dVg = dgydgy_1...dg;. (368)
Méme pak totiz

/% i AVq g g = G (CL)N Y e

— 6nm(_1)N(an)+n(an)

Ej1omiinkr kN —n> (369)
co# s uvaZenim relace (—1)"" = (—1)" kompenzuje dodateény znaménkovy faktor na levé
strané formule (365); prechod k pravé strané pak plyne z vlastnosti e-symbolu.
Poznamenejme, ze takto definovany “N-dimenzionalni” integral 1ze chapat jako N-nasobny
“jednodimenzionalni” integral 57, t.j. poéitany podle analogu Fubiniovy véty, definujeme-li

/dqj =0, /dqjqj =1. (370)

Integral na Grassmannové algebie byl zaveden F.A. Berezinem [10], na jeho pocest se nazyva
Berezintv integral.
Pomoci Berezinova integralu jsme tedy obdrzeli relace tplnosti

/IfﬁchY(cil =1, (371)

umorziujici reprezentovat stavové vektory |f) pomoci vlnovych funkei f(q) = (q|f) a opera-
tory O(P, Q) pomoci maticovych elementi (¢'|O(P,Q)|q). Specialné jednotkovy operator je

reprezentovan pomoci 8
N

(d'|1lq) = H g —q;) = Alq,9), (372)

% Pro libovolnou funkei tvaru (341) tedy mame

/quf (@) = fr2..v-

57Vgimnéme si, Ze jednodimenziondlni integral se shoduje s operaci (levé) derivace.

58 Ukazme, Ze soudin A(ql ,q) = (q1, —Q1)(QQI —q2)... (qN, —gn) se vzhledem k Berezinovu integralu skuteéné
chové jako d-funkce. Rozvineme-li libovolnou funkci f(g) = f(ql — (ql — q)) do monomt v (ql — q), zlstane
po vynésobeni A(ql,q) pouze Clen “nultého Fadu” f(ql); Berezintiv integrél A(q’,q)-funkce pfes proménné ¢
je roven (—1)V.
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kde vyraz na pravé strané predstavuje Grassmannovsky analog J-funkce. Ukazme, jak lze
pomoci maticovych elementi operatori v Q-reprezentaci spocitat stopu operatoru O(P, Q).
Vedeni analogii v x reprezentaci, pocitejme nasledujici integral

[ HGOLQ@D = ¥~ iaOP, Qlirde o)
{ih{7}
DY it | LT B Tialis - T
= ()YTOPQ)
Tedy
TO(P.Q) = (-1 [ a“G-gO(P.Q)la). (373)

Déle dokazme relace Gplnosti i pro stavy |p),

[ 1956 =1. (374)

V Q-reprezentaci plati

. N
/(qllp>de(pIQ> = (—iﬁ)N(—l)N(N1)/2/dNPeXP( Z ¢ — 4j )

= (—1)N(N‘1)/2/dep1(q'1 —q1)...on(gn — qn)
= Alq,q),

coz je totéz jako (374), srov. (372).

Nyni mame vytvoreny vhodny formalismus pro konstrukci Q-reprezentace evolu¢niho ope-
ratoru fermionového systému drahovym integralem. Budeme predpokliddat, ze hamiltonian
systému je sudd funkce operatori P a @ (t.j. ze v rozvoji hamiltonidnu do monomi v P,
@ se vyskytuji jen sudé monomy) a ze je pomoci antikomutacnich relaci pfeveden do tzv.
PQ formy (t.j. v8echny operatory P jsou pieantikomutovany nalevo od v8ech operatoru Q).
Potom miiZzeme psadt v analogii s z-reprezentaci pro M-tou aproximaci maticového elementu
evolu¢niho operatoru v Q-reprezentaci

@ exp (~ 5 HP.QT) 1)1 = (| (oxp (~5 H (P Q)6>>Mlq7>

H(P,Q)e

- /@M’ﬁM)dﬁM(ﬁM’ef% |Gvi—1) - - - A1 (G 1) dpy (Br|e” w1 go)

M
- NQM/dpM ( 11 dQdez> exp (h > (B5(@ — G- —H@jvqjl)g)>

1=M-1 j=1
M . M
= (~)NM=DARM [ g5 Hld dg, _ G 1) — H(5;, G
= P pidg; | exp thg G — qj—1) — H(Dj, gj—1)e) | -
i=1 j=1

(375)

65



Zde jsme rozvinuli exp (—— (P,Q)e ) =1—LH(P,Q)e + O(e?) a polozili (5|H(P,Q)|q) =
H(p, ), zfejmé tento maticovy element je stejnou funkei antikomutujicich proménnych, jako
puvodni PQ@Q-usporiddand funkce operatorovych argumentd P, (}. Zahrneme-li normaliza¢ni
faktor do funkcionalni miry, t.j. piSeme-li formalné

M—1
Dp(H)DG(t) = lim (—1)NMVA2Mqp,, TT dpidg;, (376)

M —o0 :
=1

mame tedy nésledujici reprezentaci evolu¢niho operatoru drdhovym integridlem pies antiko-
mutujici promenn669

@ exp (3 HP.QT) 1) =
i(T)y=q" ~ i o
= [ pipatexs (5 [ at G - HEw,a- 1) ). (377)
q
Provedeme-li analytické prodlouzeni T' — —ihf, lze s vyuzitim formule pro stopu v -

reprezentaci okamzité psat vyjadieni partiéni sumy drdhovym integralem pfes antiperiodické
trajektorie

_ N i d
Zg =/~ _ Dp(1)Dq(t) exp (—/ dT(p—qulﬁH(p(T),Q—(T)))) , (378)
2(0)=—a(p) h Jo dr
kde formalné u
Dp(t)Di(t) = lim (—1)NMN?M [T dpidg. (379)
M—o0 =1

Greenovy funkce fermionovych operdtorti lze podobné jako v bozonovém piipadé€ ziskat z
vytvorujictho funkcionalu. Protoze vSak fermionové operitory pod znakem T'-soucinu antiko-
mutuji, nelze pouzit jako vnéjsi zdroje komutujici c-¢iselné funkce. Vhodnym zobecnénim je
v tomto pFipadé pouziti antikomutujicich vnéjsich zdroji’™. Pro vytvotujici funkciondl tepel-
nych Greenovych funkci lze pak psat

Zg[ Iy, Jy) = Tre—BH(PQ)q fﬁ dr(P (T)+Jq(T)Q(7))
/ (1Dl )e%foﬂ dr(p(r) g q(m)+ihH (p(7),q(7))+ihp(7) Jp (1) ik (7)d( 7)) (380)
q(0

Podobné (az na normahzacnl faktor) mame pro vyvotujici funkcional Greenovych funkei v
redlném cCase

ZJp, Jy] = <0|Te%f—m dt(P(t)Jp(t)+J4 () |0>
/Dp Dq eh f_ dtq (t)—H. (5(t)7a(t))+ﬁ(t)‘]1)(t)+]q(t)(j(t)) (381)

7

%*Formalni vyraz na pravé strané je tieba chipat jako symbolicky zépis pro limitu vyrazi (375). T.j. formule
(375) je definici drdhového integralu s fermionovymi stupni volnosti.

7075, funkei s hodnotami v lichém sektoru Grassmannovy algebry, resp. prvki Grassmannovy algebry se
spojité nekoneéné mnoha generatory J(t), splitujici relace

{J(#),J(t )} =0,

a antikomutujici s operatory P, Q.
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kde se integrace provadi pfes vSechny trajektorie bez omezeni a H, obsahuje vhodné ie cleny
potiebné k vydéleni prispévku zdkladniho stavu. Zcela analogicky lze reprezentovat vytvoiujici
funkcional euklidovské teorie.

Greenovy funkce se z vytvorujicich funkcionalt ziskaji funkciondlnim derivovidnim podle
antikomutujicich zdroji. Podobné jako v bozonovém piipadé se funkciondlni derivace definuje
formuli

o d '
(5J(t) [()] da [() ( )”a 05
kde v8ak nyni a je grassmannovsky generator antikomutujici s J(¢) ( a s ostatnimi podob-
nymi generdtory v ptipadé vicendsobnych derivaci). Takto definované funkciondlni derivace
navzajem antikomutuji, coz zabezpecuje pozadovanou vlastnost antisymetrie vyslednych Gre-

enovych funkci.

1.13 Gaussovské integraly pres antikomutujici proménné

Podobné jako v pripadé bozonovych (t.j. komutujicich) stupii volnosti tvoii gaussovské inte-
graly dulezitou tfidu exaktné spocitatelnych drahovych integrali, plati totéz i o fermionovych
drahovych integralech s kvadratickou akci, které se v tomto kontextu také nazyvaji gaussov-
ské. Diskusi takovychto integralt je vénovana tato podkapitola.

Nejprve uvedeme nékolik vlastnosti Berezinovych integrali, které budou dilezité i v dalsim
a které jsou analogické vlastnostem obyc¢ejnych integrild s komutujicimi proménnymi. Prvni
z téchto vlastnosti je transla¢ni invariance. Jsou-li ¢’ libovolné grassmannovské generatory,
rizné od linedrnich kombinaci monomi generatort ¢;, plati

/ dgf(q+4) = / dqf(q), (382)

jak se snadno piesvédéime rozvojem funkce f(g+¢’) do monomu v generatorech g;. Plati také
analog véty o substituci. Necht A je regularni matice N x N, potom muZzeme psat

/dNQf(ACJ) Z/dNQfIQ...NAlilAQiz o ANin iy iy - Qiy =
{3}

= f12.N Y Eirigiy Aiy Aziy - - - ANiy

{i}
= fio.ndetA =det A / d¥qf(q), (383)
t.].
[ d¥af(ag) = det A [ d¥ar(0). (384)

Vsimnéte si rozdilu mezi touto formuli a vétou o substituci pro obycejné N-dimenziondlni
integraly, spocivajici v zAméné jacobidnu inverznim jacobidnem.

Nyni mame pripraveny prostiedky pro vypocet N-dimenziondlniho gaussovského integralu
pres antikomutujici proménné. Necht A je reguldrni matice N x N. Potom muZzeme psat

N
N(N 1

N N -1 N
[ M dmdaeexp | 3 5 | = (-1 * [ a5V, | Y Aidud
k=1 ij=1 " \ij=1
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NN-1) q

Nz
=(-1) : NI Z /d pd q Piy Airj1 G52 Pis Ais s Qs - - - Din Ain i Gy

{i+,{s}
Nv-1) 1 _ N(N+1) _
= (_1) ’ ’Ya /dedN ( ) 2 q QJNpZ1Ai1j1 .- 'piNAiNjN
{Z} {5}
1
= ( 1)NN Z €j1j2-jn Cirig- ZNAZ1J1AZ2J2 . "AiNjN = (_1)Ndet A. (385)
{45}

V nésledujici formuli jsou J, a J; nazdvislé antikomutujici generdtory. Plati
N
/ 1 dprdGe exp(@” - A-q+p" - Jp+ J] - q)
N
= / [T dirdaexp ((p+ (A J)" - A (g+ A7) = JT - A7)
k=1

— exp (—J{-A—l-Jp)/ﬁdﬁkdakexp (pT-A-q)
k=1
= (=1)V det Aexp (—JqT-A’l-Jp), (386)

kde jsme uzili transla¢ni invariance. Mame tedy néasledujici analog formule (17):

N
/H dprdgrexp(p’ - A-q+p’ - Ty + 7 q) = (=1)" det Aexp (—JqT-A—l-Jp). (387)

Ukazme pouziti této formule k vypocétu berezinovského drahového integralu pro konkrétni
fermionovy systém. Uvazujme Castici se spinem 1/2 ve vnéjsim homogennim magnetickém
poli orientovaném ve sméru teti souradnicové osy s indukci B. Odhlédneme-li od orbitalnich
stupnti volnosti, lze interakci systému s magnetickym polem popsat hamiltonidnem

H = —2uBss, (388)

kde i je magneticky moment. Zakladni stav odpovida orientaci magnetického momentu do
sméru indukce, excitovany stav odpovida opac¢né orientaci, t.j.

0) =11, 1) =1,

kde ) )
s3| 1) = §| 1, s3ld) = —§| 1)

Posunovaci operatory s+ = s £ isy piisobi na tyto stavy standardnim zptisobem:

st =0, s7 1) =14
sTI) =0, sTIL) =11,

pricemz
[sT,s =285 {s,s } =1
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posledni vztah lze ovérit piimym dosazenim. Operatory sy jsou tedy analogem fermionovych
kreacnich a anihila¢nich operdtort. Hamiltonidn lze pak prepsat na tvar

H=—uB[st,s7|=—-uB(2sts™ — 1)

systém je tudiz fermionovym analogem harmonického oscildtoru. Zavedeme-li operatory P a
Q stejné, jako v piedchozi podkapitole, t.j. Q = s—, P = ihis™, mame

1
H = ——uB(2PQ — ih),
1

s uzitim formule (375) muzeme psat nasledujici vyjadieni jadra evoluéniho operdtoru v Q-
reprezentaci pomoci drahového berezinovského integralu (v dal$im vynechivame znaménko
limity pro M — oo pro zjednoduseni zdpisu):

oo (3 HP.QT) 1)

M-1 - M 1
~m™ [ apy T dpiddiexp i 00~ Goa) + B )

=1

M—-1

—(ih)M( +uBT) /dpMehquM H dp;dg; exp (h(p CA-G+pT T, +JT ?ﬁ) (389)
i=1

V poslednim vyrazu

q 0
i 0 i 0
Jp=—(+2zpBe) | |, Jg=—(+22uBe) | |, (390)
0 Pum
a dale
—(1 +2¢puBe) 1 0
A= 0 ~(L+24uBe) a (391)
: . 1 0
0 0 —(1+2iuBe) 1

K vypoctu tohoto integrdlu podle formule (386) potiebujeme znat determinant matice A a
prvek AX}_LI inverzni matice k matici A. Snadno spocitdme

detA =1, Ayl =CDM()M 21+ 2%uBs)M*2
Po dosazeni za gaussovsky integral obdrzime
(q"] exp (—— (P,Q) ) lq)
i

: . M—1 S -
= —(ih)Mefé“BT/dﬁMe%quM (ﬁ) (=)™ Lexp (—%ﬁMq'(l—i-Z%uBe)M)
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i
. i - 1. . ~ 9i
— —ihexp (—guBT> /dpM exp (ﬁpM(QM —q th“”))

R A T

) 1 - 1. . ~ i
= —ihexp (—ﬁuBT> /dpM exp (—pM(qM —q(1+ 2ﬁuB€)M)>

Predchozi vypocet umoznuje najit dalsi charakteristiky uvazovaného systému. Analytickym
prodlouzenim T' — —ifi3 obdrzime Q-reprezentaci matice hustoty a uzitim formule (373) pro
stopu mame pro particni sumu

Zg = —/dQ<_‘J|exp(_5H(R Q))lg) = /dleP(—uBﬁ) (qe?#B0 4 g)
R (392)

coz je standardni fermionova dvouhladinova partiéni suma.
Vratme se jesté k evoluénimu operatoru. Porovnanim s formuli (375) mame

W lexp (—3HPQT) ) = (0 [ apuset™d (gl exp (—3 HPQT) 1) (393)

tzn. pro maticovy element evoluéniho operatoru ve “smisené” P() reprezentaci je
i i i i
lexp (—5 HP.QT) @) = exp (—5uBT) exp (— 50877 ). (394)
Stejné jako v pripadé gaussovskych integrali s bozonovymi proménnymi lze i berezinovské
gaussovské integraly pocitat klasickymi metodami, t.j misto mnohondsobné integrace pfes an-
tikomutujici proménné staci spocitat “klasickou” akci podél extremdlni trajektorie s vhodnymi
okrajovymi podminkami. Protoze gaussovska integrace vyzaduje stejny pocet proménnych p a
q, hodi se ke spojitému zobecnéni formule (386) maticovy element ve smiSené P() reprezentaci.
Pro néj mame nasledujici vyjadieni drdhovym integrdlem’ (srov. (375)):

. i
Glesp (—3HP.QT) D)
‘I/Qﬁ(T):5~ B i T . o
=) [ DpDat) exp | (D)) + [ At GO ~ H (). a(0)
4(0)=¢q
(395)
Pro interakci obsahujici nejvyse jednu prvni derivaci je v piipadé gaussovskych integrali
difrencidlni operator urcujici kvadratickou formu v exponencidle integrandu operatorem prv-
niho faddu, nadto nehermitovskym. Ve vyse uvazovaném piikladu je tento operdtor dan formuli
1 d

i
lim Ay = — —22,B 396
Moso e M = qp T ARt (396)

a klasicka akce vymizi pro trajektorie, které jsou fesenim klasickych pohybovych rovnic
) i
q(t) = 2-uBq(t) =0, ¢(0) =4 (397)

PU1) + 25 uBp(t) = 0, p(T) = p (398)

"LOpét je t¥eba formélni drahovy integral chipat ve smyslu limity diskrétnich aproximaci.
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Je tedy ‘
q(t) = qexp (2%uBt> .

Dosadime-li toto feSeni do exponencidly drdhového integrandu, zreprodukujeme maticovy
element (394).
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1.14 Cviceni

1. Obecnou kvantovaci proceduru
H(p7 x) — H(ﬁa ‘%)7

prifazujici klasické fyzikalni pozorovatelné reprezentované (redlnou) funkci H(p,z) na
fazovém prostoru samosdruzeny operator H(p,Z), ktery je operatorovou funkei neko-
mutujicich operatora p a Z na Hilbertové prostoru stavi, lze formalné popsat relaci

A(5.5) = s [ ApdedadpF (o f)Hp.x)esp (1 (0l =) + B —p)).

Zde funkce F'(a, 3) rozlisuje jednotlivd kvantovaci schémata. Ukazte,ze

(a) pozadavek samosdruzenosti operatoru H (p, %) a prirozeny pozadavek korespon-
dence

fp) — f(P)
f(z) — [(Z)

je zarucena splnénim relaci

F*(_a7 _/6) = F(a76)7
F(0,B) = F(a,0) = 1

(b) pro pz, resp. zp kvantovaci predpis je F(a,) = exp (i%aﬁ) a pro Weylovo
kvantovani je F(a, () =1

(c) inverzni relace, pfifazujici operatoru H funkci H (p,z) (kterd se v této souvislosti
nazyva symbolem operatoru H odpovidajicim danému kvantovacimu schématu)

je72
H(p,z) = #//dp'dx'df exp (i(px' —|—p':r))
’ (27h)2 h
/ n—1 1 / !/ !/
X P e~ ) HE— ol /26 1),
kde H(z", ') = («"|H|z') je maticovy element operatoru H v z—reprezentaci.

2. Ukazte, ze Weyliv symbol operatoru p - A(X) + A(X) - p, kde A(x) je hladka funkce, je
roven 2p - A(x).

3. Dokaite, 7e je-li Hy weylovsky prokvantovans klasicks pozorovatelnd H(p,z) (t..
H(p,z) je Weylovym symbolem operatoru Hyy), potom plati

:I/JI + xl
2 )

- d i "_
W iwle) = [ Sl = h G,

"2Vgimnéme si, Ze v této formuli nemusi operator H odpovidat né&jaké fyzikalni pozorovatelné (t.j. napf.
nemusi byt samosdruZeny) a tedy symbol H(p,z) nemusi byt realnd funkce odpovidajici n&jaké klasické po-
zorovatelné. Typickym prikladem operédtoru, pro ktery mé smysl konstruovat ptislu$ny symbol a ktery neni
fyzikalni pozorovatelnou, je matice hustoty, jejiz symbol v jistém smyslu piedstavuje “kvantovou distribuéni
funkci na fazovém prostoru”.
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4. Dokazte nasledujici transformacni vlastnosti Wienerovy miry

(a) pro d— dimenziondlni rotaci R € SO(d) plati
/dW (", % 4" ) F[R - x(t /dW R-x",R-x, " ) Flx(t)]
(b) pro dostate¢né hladkou trajektorii a(¢) plati
/dW(x",x',t”,t’)F[ /dW (" + a(t"), x' + a(#'), ", ) Fx(t)]

X exp (—% (/t,t” dr (a(T)Z + 2x(7) - éi(r)) X" alt") +x - é(t’))) '

5. Najdéte feseni z;, (j = 1,2...) “diskrétni pohybové rovnice” pro linedrni harmonicky

oscilator
L —mjm) (@1 @jm2)\ | o oo =0
€ € I~

9

(zde ¢ = T'/n) s okrajovymi podminkami
xg =z, T ="

a ukazte, Zze v limité n — oo prechdzi v feseni™® diferencialni rovnice
E(t) + iz (t) =0

s okrajovymi podminkami
z(0) =z, z(T) =2".

6. Najdéte charakteristicky funkciondl (t.j. Fourierovu transformaci) Z[F(t)] Wienerovy
miry
t”

Z[F(t)] = / AW (x", %', ¢ ') exp (i drF(7) -x(7’)>.

t/
a pomoci ného spoctéte nasledujici stfedni hodnoty

(a) stiedni hodnotu soufadnice

(1)) = [AW (x", x", t" ") x;(¢)
i de(X",X’,t",t’)

(b) korela¢ni funkci

_JAWE X ) (@ (s) — a()i(a(s) — 2(1));
(@(s) = 2(t)s(w(s) — x(t));) = T AW o 1) -

Spocitejte také (x;(t)) pfimo pomoci formule pro Wieneriv integral cylindrické funkce.

7. Spocditejte

"7de klademe je — t pro n — oo.
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(a) regularizovany funkcionalni determinant operdtoru A zadaného formuli’

A=m|S
m (dt2 +w 9(t)>

na prostoru funkci ¢(t), ¢t € (=1/2,7/2) s okrajovymi podminkami (—T1/2) =
(T/2) =0,

(b) uzitim predchoziho vysledku spocitejte gaussovsky drahovy integral

a(1/2)=2" i T2 ()2 2,.(4)2
/ Dar(t) exp i/ it mi(t)”  mwz(t)76(1) .
z(=T/2)=x h -T/2 2 2

8. Pro linedrn{ harmonicky oscildtor s hamiltonidmen H = p*/2m + mw?2?/2 spocitejte
funkcionalnimi metodami nasledujici maticové elementy:

(a) stfedni hodnotu soufadnice z v Case t = s, jestlize se systém nachézel v case t = 0,
resp. t = T ve stavech s ostrou hodnotou soufadnice |z'), resp. |z")

<.’L‘” |e7 %H(T*S)Zv\ef%H(s) |LEI>

_ x(T)=a" i T mi(t)z mwzx(t)z
_/a;(o):c’ Dx(t)x(s) exp (ﬁ/o dt( 5 T 5 >>

(b) stfedni hodnotu kvadratu soufadnice x v ¢ase t = s pii témze Casovém vyvoji

(xll|ef%H(Tfs)ZU\Zef%H(s) |,’L‘,>

B z(T)=z" l T m:fc(t)2 mwa(t)Q
= /;1:(0)2;17' Dx(t)x(s)? exp (h/o dt( 5 5 >> .

9. Uvazujme nerelativistickou bezspinovou ¢astici s elektrickym nabojem e nachazejici se ve
vnéjsim homogennim magnetickém poli B = (0,0, B). Spocitejte drahovym integralem

(a) propagétor (x”|e7%HT|:r’)
(b) energii zdkladniho stavu

(c) parti¢ni funkci.

Pozndmka: Vektorovy potencial berte ve tvaru A = (1/2)B X x.

"™7Zde §(t) =0 prot < 0 a #(t) =1 pro t > 0 je skokové funkce.
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2 Funkcionalni integral v kvantové teorii pole

2.1 Teorie pole ve Schrodingerové reprezentaci

Form4lné znamené prechod od kvantové mechaniky ke kvantové teorii pole ndhradu systému
s konecné mnoha stupni volnosti systémem se (spojité) nekoneéné mnoha stupni volnosti. Z
hlediska kvantové teorie v8ak tento formalni prechod zdaleka neni trividlni a vede k podstatné
novym kvalitativnim vlastnostem kvantové polnich systémi.

Pro jednoduchost uvazujme v dalsim realné skaldrni pole v koneéném objemu V. V (bo-
zonové) teorii hraji roli zobecnénych soufadnic hodnoty pole ¢(x) v kazdém bodé x objemu
V. Tedy kazda klasicka konfigurace je v lagrangeovském formalismu zaddna vsemi hodno-
tami pole ¢(x) a hodnotami derivace podle ¢asu q'S(x), které hraji roli zobecnénych rychlosti.
Dynamika systému je urcena pomoci lagrangidnu, zapsaného jako prostorovy integrél z lagran-
geovské hustoty

L— / AL (p(x), (%), V(x), ...). (399)
1%

Prechod k hamiltonovkému formalismu, potfebnému pro proceduru kanonického kvantovani,
lze provést ndhradou polniho systému “regularizovanym” systémem s kone¢né mnoha stupni
volnosti, pro ktery se formuluje hamiltonovskd mechanika standardnim zptsobem, a néasled-
nym zpétnym limitnim piechodem k systému s nekoneéné mnoha stupni volnosti (a eventuelné
limitou V' — 00). Jedna z moznosti, jak to provést, ma tésny vztah k formulaci funkcionalniho
integralu v teorii pole. Metoda spoc¢iva v rozdéleni objemu V na N bunék objemu AV = V/N.
S kazdou buitkou AV} se asociuje proménnd ¢;, definovand jako stfedni hodnota pole ¢ v této

bunce,
1

= d
=V Ade xp(x) (400)

®;

a puvodni polni konfigurace a jeji prostorové derivace se v lagrangidnu nahradi po ¢astech
konstantnimi funkcemi

N
¢(X) - ¢reg(x) = Z ¢jXAVj (X)
=1

N
V(x) = Vérg(x) =D Vdi({d}xay; (%), (401)

J=1

kde xav;(x) jsou charakteristické funkce bunék AV;. V¢;({¢y}) jsou pak vhodné diskrétni
aproximace parcidlnich derivaci, vyjadiené pomoci stfednich hodnot pole v bunikach blizkych
j-té. Timto postupem se obdrzi regularizovany systém s N stupni volnosti s lagrangidnem

N
Lreg = Z AVJ’£(¢J’7 ¢ja V@({@c})a .- ) (402)
j=1
Zobecnéné impulsy II; k soufadnicim ¢; pak jsou
oL

J

75



Pro Hamiltonidan mame

N N N
H =73 T¢; — L=) AVj(njhj = L(¢j,...) = D AViH(j,dj,...). (404)

j=1 j=1 j=1

Hamiltonovy pohybové rovnice jsou

. 0 0
= H = _—— 4
. 1 . 1 0 0

Tim je zformulovana hamiltonovska klasickd mechanika regularizovaného systému. Prechod k
nekoneénému poctu stupiii volnosti je pfimocary a bezproblémovy, spoc¢ivd v zdméné ¢; —
p(x) a m; = 7(x).
Regularizovany systém lze kvantovat postulovanim standardnich kanonickych komutac-
nich relaci’™®
(43, 11;] = AV, mj] = 105 (407)

V prostoru stavil existuji zobecnéné vlastni stavy operatort ¢;
$;]®) = ;| D). (408)

Kvantové stavy [¢) lze reprezentovat v ¢-reprezentaci jako vlnové funkce N proménnych @,
definované skalarnim soucinem ¢ (®;) = (®|¢), z Hilbertova prostoru Lo(Ry). Operdtory ¢;
jsou pak standardné reprezentovany operatorem nasobeni, operatory m; pak pomoci diferen-
cidlnich operatori, t.j.

bjip(®) = q’ﬂﬁ_(@) (409)
T1h(®) = _Al_va%j (®). (410)

Vsimnéme si, ze komutaéni relace (407) lze zformulovat “spojité” v terminech po ¢astech
konstantnich poli ¢reg(x) = Z;-Vzl bixav; (x) a mreg(x) = Z;-Vzl TixAv; (X) ve tvaru

[Breeg (), Trog (9)] = i85, ), (411)

AV

kde d(x,y) € {0, 1} podle toho, patfi-li x a y do téze bunky. Limitni pfechod k pivodni polni
teorii N — oo (t.j. AV; — 0) tedy vyzaduje postulovat komutacni relace ve “spojitém tvaru”

900, 7(y)] = Jim [Bras(x), megy)] = i6%(x — ). (412)
Formélni limitni p¥echod od Hilbertova prostoru Lo(Ry) a operatori (409) k Hilbertovu
prostoru stavi spojité kvantové teorie pole a prislusnym polnim operatorim vsak neni pii-
mocary. Na rozdil od relaci (407) odpovidajicich koneéné mnoha stupintm volnosti, které
mély az na unitdrni transformaci jednozna¢nou reprezentaci (409), (410), existuje nekoneéné
mnoho unitirné neekvivalentnich reprezentaci komutacnich relaci spojité teorie (412). V dal-
§im zavedeme formalismus, ktery ndm umozni tento jev ilustrovat.

70d tohoto okamziku aZ na vyjimky budeme pouzivat soustavu jednotek s ¢ = h = 1.
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V analogii s ¢ reprezentaci a v souladu s formalnim limitnim pfechodem N — oo, AV —
0 reprezentujme stavy kvantové teorie pole pomoci vlnovych funkciondli W[®(x)], jejichz
argumentem je klasickd polni konfigurace ®(x), aniz bychom blize specifikovali podminky
na vlastnosti téchto funkciondli. Reprezentaci relaci (412) na vlnovych funkciondlech jsou
operatory nasobeni a funkcionalni derivace

Hy) U [B(0)] = 2(y) U (x)] (413
() H{OG0)] = —i V) (419

Reprezentaci prostoru stavid lze chidpat jako analogii z-reprezentace v kvantové mechanice,
predpokladdme-li existenci zobecnénych spoleénych vlastnich stavii operatori ¢(x), t.j. stavi
|®(x)), indexovanych klasickymi konfiguracemi ®(x), splijicich

P(¥)[2(x)) = 2(y)|®(x)), (415)

vlnové funkciondly lze pak chipat jako formdlni skaldrni souciny V[ (x)] = (@ (x)|V). Jako
priklad uvedme vinové funkciondly vlastnich stavii operatoru m(x), t.j. stavi spliujicich

m(y)[(x)) = H(y)[T(x)). (416)

V analogii s kvantovou mechanikou mame

o)) = (@GoILG) = Mexp (i [ d'ylIy)e()) (417

kde N je vhodny normaliza¢ni faktor.

Hilbertav prostor regularizované teorie lze chapat jako podprostor funkciondlid tvaru
Uregld(x)] = ({55 fAVj d?x¢(x)}), kde 1) € Loy(Ry) jsou pivodni vinové funkee’. Ztotoznime-
li dale ptivodni operatory ¢; a m; s operatory (1/AV) fAV}- d?x¢(x), resp. (1/AV) fAV}- d?xm(x),
zreprodukujeme zpétné reprezentaci (409).

Ukazme, jak stavovy prostor vinovych funkciondla souvisi s Fockovym prostorem forma-
lismu druhého kvantovani. Uvazujme (neinteragujici) teorii redlného skaldrniho pole s kvad-
ratickym hamiltonidnem

1
H= / d'x; (r(x)? + p(x)2(x)) (418)
kde Q je jednocasticovy (poprvé kvantovany) hamiltonidn (napf. v—V?2 + m? pro piipad
Kleinova-Gordonova pole s hmotou m). V dal$im budeme pro jednoduchost predpokladat, ze

operator €2 je diagonalni v impulsové reprezentaci. Ve ¢-reprezentaci lze napsat Schrodinge-
rovu rovnici pro stacionarni stavy

1 &2

= d% |~ + O(x)Q2P(x) | Vp[®] = EVp[@ 419

5/ x< SoGor 2 <x>) 5[0] = BV (0] (419)
V analogii s kvantové mechanickym harmonickym oscildtorem méame pro zakladni stav

o [®] = Ny exp (—% / ddxcp(x)gcp(x)) , (420)

"®Ekvivalentné lze ztotoznit Hilbertiiv prostor stavii regularizované teorie s funcionaly na po &astech kon-
stantnich polnich konfiguracich ¢reg(x)
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kde Ay je vhodnd normaliza¢ni konstanta. Odpovidajici vlastni hodnota, jak se lze presvédcit
primym dosazenim do (419), je

1 1
By =T = /ddx<xmyx>, (421)

kde Tr je funkcionalni stopa operatoru. Pomoci operatort m(x), ¢(x) lze sestrojit kreacni a

anihila¢ni operatory predpisem?”
op) = [ atxe X (B()4() +in(x) (42
@ (p) = [ d'xePX (B(p)p(x) - in(x)). (423)

(kde funkce E(p)je definovana relaci QelPX = E(p)elPX), piiemy plati

a(p)¥[®] =0, (424)

a jsou splnény kanonické komutaéni relace’

[a(p),at(p)] = (2m)? 2E(p)d@ (p — p'). (425)

Tyto defini¢ni relace lze snadno invertovat a vyjadfit operatory ¢(x) a m(x) pomoci krea¢nich

a anihila¢nich operatora™

""Pokud by operator Q nebyl diagonélni v impulsové reprezentace, konstruovali bychom kreaéni a anihilaéni
operatory pomoci tplného systému vlastnich stavi, splaujicich

O (%) = B fo (50, / a5 () fo () = (27) %05,

kde « je soubor kvantovych ¢isel, jednozna¢né uréujici danny vlastni stav a d,s je Diracova delta funkce pro
spojité spektrum «, resp. Kroneckerovo delta pro diskrétni vlastni hodnoty. Pfislusné formule pro kreadni a
anihila¢ni operatory pak znéji

1o = / At £ (%) (Bad(x) + in(x))

d .
af = / A fu (%) (Fa () — in())
Ostatni relace zistavaji v platnosti po zdméné p — «, fdp — fdoz, kde posledni integral je symbolickym
zapisem pro sumu pres diskrétni hodnoty « a integraci pfes spojitou ¢ast spektra veli¢in o, tedy napf. komutacni

relace jsou
[aa,a}] = (27)" 2Eadas

a inverzni relace maji tvar

%0 = [ 00 s (0 a0 + 01 £2)

() = / gy (00 (30 — 0 £250).

"N4sledujici formule odpovid4 nekonetnému objemu V, v p¥ipadé kone¢ného objemu méame

+ 7
[a(p),a™ (p )] =V 2E(p)dpp-
™V této a nasledujici formuli pouZivime integrani formule platné pro nekoneény objem V. V piipadg, Ze
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d .
00 = [ s )(a<p> P 4 a* (p)e P (426)

/ 21dd (p)eP™ — a*(p)e_ip'x) : (427)

Hamiltonidn v terminech anihila¢nich a krea¢nich operatorti ma az na (obecné nekonecnou)
konstantu standardni tvar podruhé kvantovaného jednoéasticového operatoru®® §

dd
H :/m (E(p)a* (p)a(p) + VE(p)?). (428)

Tedy Wo[®] lze interpretovat jako fockovské vakuum a vlastni stavy tohoto hamiltonidnu lze
reprezentovat vinovymi funkciondly tvaru

Up,..p,[2] = a" (p1)...a" (pn)T[2], (429)

interpretovanymi jako n-¢asticové stavy s energii E = Y, E(p;), t.j. napf. jednocasticovy stav
maé vlnovy funkcional

W [®] = / dlxP X2 (p) (x) W [®]. (430)

n-Casticové stavy tvori zobecnénou bazi Fockova prostoru stavi. Formule (426) lze tedy cha-
pat tak, ze jsme zkonstruovali reprezentaci kanonickych komuta¢nich relaci (412) na Fockové
prostoru stavi, ktery je fyzikdlné interpretovatelnym Hilbertovym prostorem stavu (t.j. pro-
storem s korektné definovanym skaldrnim soucinem, fixovanym relacemi (425) ).

Jak nyni ukdzeme, je Fockiv prostor vlastnim podprostorem plného prostoru funkcio-
nala ¥[®] , t.j. existuji funkciondly, které nelze vyjadrit jako (nekonecnou) superpozici téchto
stavll. Ukazeme dokonce, Ze existuji celé fockovské prostory takovychto funkcionali; jako ta-
kové budou tedy realizovat reprezentace kanonickych komutac¢nich relaci, které vsak nebudou
souviset navzajem unitarni transformaci.

Priklad takového prostoru sestrojime pomoci Fockova vakua Wo[®] nasledovné. Uvazujme
vlnovy funkciondl tvaru

(8] = Vol — ] = exp (= [ dn0) 55 ) Wl (431)

kde 7n(x) je vhodna pevné zvolend klasickd konfigurace. Snadno se presvédéime, ze toto “po-
sunuté” vakuum je anihilovano “posunutymi” anihila¢nimi operatory

p)y = / d'xeP* (B(p)(4(x) — n(x)) +in(x)), (432)

uvazujeme konec¢ny objem, je tfeba zaménit impulsové integraly za diskrétni sumy

[awo &2 5

pe@n/vi/d)Zy,

\%4

80Zde jsme vyraz zapsali v limit& V — oo a formalné ztotoznili 64 (0) = R
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sdruzené kreacni operdtory maji tvar

TPy = / d'xe'P* (E(p)(d(x) — n(x)) — in(x)) (433)

Tyto operatory opét spliwuji relace (425), s jejich pomoci lze zkonstruovat Fockiv prostor s
vakuem W, [®].

Zkoumejme nyni vztah mezi ptvodnim a “posunutym” Fockovym prostorem. Zdéanlivé
prechod mezi ptivodnim a posunutym vakuem zprostfedkoviavéd unitarni operator

Uln] = exp (—i / ddxn(x)w(x)> , (434)
nebot formalné
a(p)y = Ulnla(P)UT[n], a™(p)y = Ulnla™ (p)U™[1]. (435)

Musime vSak byt opatrni, nebot na jednotlivych Fockovych prostorech je t¥eba kazdy opera-
tor vyjadrit pomoci normélné usporddanych souéint odpovidajicich kreaénich a anihila¢nich
operatort. S vyuzitim relace eAtB = edeBe —514.8]
tatorem [A, B], mame

Ulpl = exp (— / dxn(x) / 2(1;: 7 (a(p)eP* —a* (p)eip.x)>
B eXp( /2 p)iT*(p) — a* (P)i(p))

= exp (—5 / 2(Tf)dE(p>|ﬁ<p>|2> exp ( / zéd;dawp)ﬁ(p))

X exp (— / zddp ﬁ*(p)> (436)
(

kde 7(p) = [ d%xe PXp(x) je Fourierova transformace funkce n(x). Z posledni formule je
ziejmé, ze pro funkei 77(p), dostateéné hladkou a dostateéné rozumné se chovajici v nekoneénu,
je U[n] dobfe definovany unitirni operdtor na puvodnim Fockové prostoru a “posunuty”
Fockiiv prostor je unitirné ekvivalentni ptivodnimu. Je-li viak®!

, platné pro operatory komutujici s komu-

[ 55 B - o (137)
2(2m)d ’
81Napf. volime-li n(x) = = konst., mdme v konetném objemu
ii(p) =nVip o
a tedy .
/2?2—7&15( p)’ —>—ZE ;Vnz.

V limité nekone¢ného objemu tedy dostdvime smgularm chovéni operdtoru U[n]. Poznamenejme, %e neko-
necny objem neni jedinym zdrojem tohoto jevu, dalsim zdrojem jsou singularity v impulsovych integralech v
ultrafialové oblasti p — oo.
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nastavaji problémy, nebot jednotlivé faktory ve vyjadieni operatoru U|[n] prestavaji byt dobie
definované. Typickym projevem takovychto singularit je fakt, ze posunuté vakuum je ortogo-
nalni vSem zobecnénym vektorim baze ptvodniho prostoru. Skute¢né,

d n
(Dip2 - Paly) = exp (—% / Qg—fy,E(pm(p)F) I e@aw) +0. 9

Totéz lze ukazat i pro ostatni normované stavy posunutého Fockova prostoru. Oba prostory
jsou tudiz navzajem ortogonalni a nejsou unitarné ekvivalentni. Podobné jsou unitarné neekvi-
valentni Fockovy prostory volnych ¢astic s rliznymi hmotami a obecné s rliznymi operatory
Q, t.j. riznymi®? E(p).

Jak jsme vidéli, prostor vlnovych funkcionali obsahuje podprostory, na nichz lze korektné
definovat skaldrni soucin. Vedle riznych (obecné neekvivalentnich) Fockovych prostoriu zahr-
nuje také prirozenym zptisobem Hilbertv prostor regularizované teorie. Na poslednim pod-
prostoru bylo mozné definovat skaldrni soucin pomoci koneé¢ného souéinu Lebesqueovych mér

d(I)jZ

N
(W105) = [ ][ d@;i[@)ws (o) (439)
j=1

Bylo by prirozené rozsirit tento zptsob zapisu skalarniho souc¢inu na cely funkcionalni prostor,
t.j. definovat vhodné miru D®(x) na prostoru vlnovych funkcionali a psat

(W1102) = [ DO V(0] s[0] (440)

Tento program lze korektné realizovat pravé na Fockovych podprostorech Fo ,, vybudovanych
pomoci zdkladnich stavi typu

W f@) = Ny exp (5 [ dxdy(@(x) —n) iRy} (@) — i) (440)

a krea¢nich a anihila¢nich operatora (433). Funkcionély z takovéhoto prostoru jsou linedrnim
obalem funkcionalt typu

U, x0,.3%, [ P] = (x1)P(x2) . .. ©(x0) ¥ [ D] (442)
Staci tedy definovat nasledujici funkcionalni integraly

/D@(X)‘I’Q,n[@]‘yxl,xh..xn [(I)]‘I’Q,n[q)] (443)

a nebo prislusny vytvorujici funkcional, z néhoz tyto integrily plynou funkciondlnim derivo-
vanim podle zdroje® J(x) :

ZolJ] = / D (x) U [&] exp (i / dde(x)CI)(x)> Ve, [®]. (444)

827 . s takovymi F;(p), Ea(p), e jejich podil nekonverguje pro p — oo dostatené rychle k jedniéce.
83Coz neni nic jiného ne# Fourieriv obraz miry D®(x)¥q,,[®]¥q,,[®].
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Ztejmé musi byt (mé-1i funkciondlni integrace zreprodukovat skaldrni soucin ve Fockové pro-
storu Fo )

Zogl) = (Vaglexp (i [ ()6 ) [B0,,) =

. d d T 7
ol fd xJ(X)n(X)(q;QW‘ exp (1/ (27&15% (a(p)nJ*(p) + a+(P)nJ(P))> o)

d ~
- (i [ aami - § [ Gl e
— exp (i / dt.T () (x) — i / dxdyJ(x)<ny—1yy>J(y)). (445)

Méame tedy celkem, dosadime-li explicitni tvar vlnového funkcionalu zakladniho stavu,

[ Poeexp(~ [ dxdy(@x) —nx) xI2ly) (@) ~n(3) + [ d'xI ()

— N5 lexp (i / AT (%) (x) — i / dxdyJ(x) <xmlyy>J(y)) , (446)

coz neni nic jiného, nez formule pro gaussovské integrovani 84!

Uvazovany Fockiv prostor Fq, je tedy izomorfni prostoru Lo(X,dua,[®]) kvadraticky
integrovatelnych funkcionali vzhledem ke gaussovské funkcionalni mive8?

dpqq[®] = DO(x)V, , [2]Vq,,[P]

(zde X je prostor polnich konfiguraci, na némz je definovana gaussovskd mira duq ,[®]). Tento
izomorfismus Hilbertovych prostort, zadany prostiednictvim korespondence

Fan 2 d(x1)P(x2) ... d(xn)|Vay,) < P(x1)P(x2) ... (x,) € Lo(X, dpq4[?P]), (447)

definuje novou analogii kvantovémechanické z-reprezentace, v niz jsou operdtory ¢(x) di-
agondlni. Tato reprezentace se lisi od schrodingerovské reprezentace se kterou jsme dosud
pracovali. Protoze vlnovy funkcional zdkladniho stavu je “vtazen” do miry, mame v této
reprezentaci korespondenci

| Ua,) <1 (448)

a obecné stav, puvodné popsany vlnovym funkciondlem W[®] se nyni popiSe funkciondlem
Vo, [@) 71 [@], kde Vg ,[®] je piivodni vinovy funkcional zékladniho stavu (Fockova vakua)
(441). Odpovidajicim zptsobem se také zméni reprezentace operdtoru m(x):

m(x) = _i(5<1>(x) +iQ(®(x) — n(x)), (449)

zatimco operator ¢(x) zustane beze zmény operatorem nasobeni funkciondlem ®(x).

8 Polozime-li No = (DetQ/m)*/?

857 matematického hlediska je to za jistych podminek korektné definovana mira, kterd je jednozna¢né uréena
svym Fourierovym obrazem Zg ,[J], chdpanym jako zobrazeni z prostoru Schwartzovych testfunkei S(Rq4) do
komplexnich ¢isel. Je-li tento funkcional spojity, pozitivné definitni a normovany, je mira definovand na prostoru
temperovanych distribuci S’(Rd), podrobnéji viz [6]. Obracené, je-li ddna gaussovskd mira na s (Ra), lze zre-
konstruovat prislusny Focktv prostor. Nékteré vlastnosti gaussovskych mér uvedeme v nasledujici pokapitole.
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Vyse zmihovand gaussovskd mira dug ,[®] je charakterizovana stfedni hodnotou

J

(®(x)) = [ A1) = 7 2ol =0 = 1) (450)

a dvoubodovou korela¢ni funkci (v této souvislosti se téz nazyva kovarianénim operatorem)

(@(x)®(y)) — (®(x))(®(y)) = /dm,n[@]@(X)@(Y) —n(x)n(y)
52

= mzﬁ,nUHJ:O = n(x)n(y) = (x|(2Q)"*|y). (451)

Samotnd funkciondlni “mira” D®(x) vSak neexistuje v rozumném matematickém smyslu.
Abychom tedy mohli zobecnit kvantové mechanické formule pro reprezentaci Greenovych
funkci drahovym integralem, coz bude na$ hlavni cil v dalsich podkapitoldch, musime se
uchylit budto k regularizovanému systému s koneénym poétem stupiii volnosti, nebo zafixovat
pevné Fockiv prostor (a tedy prislusnou gaussovskou funkciondlni miru). Prvni moznost
vede k formulaci kvantové teorie pole na miizi, druhd pak k formalni poruchové definici
funkcionalniho integralu.

Na zavér poznamenejme, ze alternativou k funkciondlni ¢-reprezentaci, ktera je analogem
z-reprezentace v kvantové mechanice, je funkciondlni m-reprezentace, odpovidajici impulsové
reprezentace v pripadé konecné mnoha stupiii volnosti. Stavy systému jsou v této reprezentaci
popsany vlnovymi funkcionaly W[II(x)] a operatory m(x) jsou diagondlni, zatimco operatory
¢(x) pusobi jako funkcionalni derivace:

a(x) O[] = TI(x)P[] (452)
G(x)T[] = i 6H5(X)qf[n]. (453)

Fockovské vakuum, odpovidajici poprvé kvantovanému hamiltonidnu 2, mé v w-reprezentaci
vlnovy funkcional

Wolll) = Moexp (—; [ dtxdlyllG e iy (451)

a lze zopakovat postup vedouci na vyjadreni skaldrniho soucinu na prislusném Fockové pro-
storu funkciondlnim integrilem. Gaussovskd mira, spojend s timto zakladnim stavem, ma
kovarianéni operator roven §2/2 a plati o ni totéz, co o analogické mife v ¢-reprezentaci.

2.2 Vlastnosti gaussovskych funkcionalnich mér

Podobné jako v piipadé kvantové mechanického drahového integralu neexistovala mira Dx(t),
neexistuje ani funkcionalni mira D®(x) v rigoréznim matematickém smyslu. Dobfe definovana
mira dug,,[®] vznikd analogicky jako Wienerova mira az “dondsobenim” vhodnym faktorem,
formélné

dpqg (@] = DO(x) Vo, [P]¥a,[P]". (455)

V této podkapitole naznacime, jak lze tuto a ji podobné miry - tzv. gaussovské miry na
linearnich prostorech - rigorézné definovat, ukidzeme nékteré jejich vlastnosti a typické pocetni
postupy, které pak vyuzijeme v konkrétnich vypoctech.
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Nejprve zavedeme nékolik pojmi, které budou uzitecné i v dalsim. Je pfirozené poza-
dovat, aby prostor argumentt vlnovych funkcionald, t.j. prostor polnich konfiguraci ®(x),
byl linedrnim topologickym prostorem, nebo dokonce Hilbertovym prostorem nad reidlnymi
¢isly. Ozna¢me tento prostor X a jeho dudl®® (t.j. prostor spojitych linedrnich funkcionali)
ozna¢me X*. Hodnotu funkciondlu J € X™* na konfiguraci ®(x) budeme nadéle psat zkrécené
(J®). Soubor A = {j;}}*.; C X* kone¢ného poctu linedrné nezavislych spojitych linedrnich
funkcionalid j; definuje linearni zobrazeni fy : X — R”™ predpisem

Sal®@] = @p = [@1, P2, Pp] = [(1D), (722D), - - (1nD)], (456)

tedy kazdé konfiguraci pritadi n-tici redlnych“souiadnic”. Naptiklad pro teorii pole v konec-
ném objemu V lze vzit za prostor konfiguraci X Hilbertav prostor (poprvé kvantovanych)
vlnovych funkei jednocasticovych stavi®” a jako A napf. prvnich n normalizovanych vlastnich
vektort operatoru €2, v tomto piipadé odpovidd soutfadnicim prvnich n koeficientd rozvoje
obecné konfigurace ®(x) do této baze.

Je-li nyni na prostoru X definovina mira du[®], lze definovat jeji konecnorozmérné pro-
jekce jakozto miry dua[®a] na R”

)= [ o) (457)

A

tedy mira pa (M) podmnoziny M € R™ je rovna mife u(fy M) tzv. cylindrické mnoziny®® v
X “se zdkladnou M”:
i (M) ={® € X, fy[0] € M} (458)

Vsimnéme si analogie se stejnojmennym pojmem pouzitym pii konstrukci Wienerovy miry
- v obou pfipadech je cylindrickd mnozina uréena konecéné mnoha “souradnicemi” na prostoru
konfiguraci (resp. trajetorii v piipadé Wienerovy miry) a podmnozinou piipustnych hodnot
téchto “souradnic” v R".

Zname-li kone¢norozmérné projekce miry pu, lze podobné jako pii konstrukci Wienerovy
miry integrovat snadno tzv. cylindrické funkciondly, které ziviseji jen na konecném poctu
“souradnic”. Tyto funkciondly maji obecné tvar

F[®] = o(fa[®]), (459)

kde p(®q, Po, ... D,) je funkce n redlnych proménnych. Integral cylindrického funkcionélu je
pak dan formuli

[ dui@iFie] = [ dpf@alo@n). (460)

Platnost této rovnosti lze snadno dokazat pro jednoduché cylindrické funkcionaly, pro néz
funkce ¢ je lineani kombinace charakteristickych funkci mnozin v R™. Tyto funkciondly jsou
tudiz linedrnimi kombinacemi charakteristickych funkcionéli cylindrickych mnozin,

FI®] =3 Fixa (Fal®]) = 30 Fjxs=1 (4 (@)
J J

86Poznamenejme, 7e je-li X Hilberttv prostor, je X* = X.

87Obvykle se prostor X konstruuje jako vhodné zGplnéni prostoru natazeného na vlastni stavy jedno¢asti-
cového hamiltonidnu.

887 de samoziejmé predpokladame, Ze cylindrické mnoziny jsou méFitelné vzhledem k mite p.
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Odpovidajici funkce p(®,) je pak jednoduchou méfitelnou funkei vzhledem ke konec¢noroz-
mérné projekci dup[®a],
o(®r) =D Fijxu; (®n)
J
a plati

[du@iFial = [ dul@) S Fix s @)
J

N ;Fj /fAl(Mndu[@]
= D Fua (M)
J

= [ dnal@ale(@a).

Vyjadiime-li obecny cylindricky funkcional jako limitu posloupnosti jednoduchych cylindric-
kych funkcionéld, dostaneme formuli (460) limitnim prechodem.

Vratme se nyni ke gaussovskym miram. Kazdou funkciondlni miru Ize jednoznacéné defi-
novat pomoci charakteristického funkciondlu (Fourierova obrazu). Pro gaussovské miry mé
tento funkciondl obecny tvar®?

2] = / dp[®] exp (i(J®)) = exp (i(Jn> _ %(JOJ)) , (461)

kde 7 je prvek prostoru polnich konfiguraci a C' : X* — X je symetricky positivné definitni
operator?’.

Naleznéme nyni koneénorozmeérné projekce miry du[®]. Zvolme A = {j;}}", a piSme
J =350, In = [T, ], @A = [(11DP), ... (4n®)] a obdobné ny = [(j1m), - -, (Ju)]-
Integrand v defini¢nim vyrazu pro Z[J] je pak cylindrickym funkciondlem ve smyslu pred-
chozi definice - zavisi totiz pouze na “soutadnicich” (j;®). Pro integraci tohoto funkcionalu lze
pouzit formuli (460); prava strana této formule ma v tomto p¥ipadé vyznam charakteristické
funkce (t.j. Fourierova obrazu) Z(«) kone¢norozmérné projekce dup[®a]. Dosadime-li za J
do pravé strany formule (461), obdrzime

Z(a) = /d,uA[@A] exp (iaT . <I>A> = exp (iozT “MA — %aT -Cyp - a)) . (462)

Zde Cp = {(jiCjk) 7=y je matice n X n, odpovidajici konetnorozmérné projekci kovari-
anéniho operatoru C. Snadno se lze presvédéit?! uzitim inverzni Fourierovy transformace, ze

89Nadale budeme uzivat zkraceny zapis (J1) = fd"li(x)n(x)7 (JCJ) = fddxfddyJ(x)C(x y)J(y), atd..

9 Je-li mira definované na linedrnim prostoru funkci ®(x), (obvykle tyto funkce tvoii Hilbertiiv prostor,
pfipadné prostor distribuci na vhodnych testfunkcich), je argumentem charakteristického funkcionédlu prvek
duélu k tomuto prostoru (tedy prvek téhoz Hilbertova prostoru, resp. testfunkce). Stfedn{ hodnota 1 pak nélezi
do téhoz prostoru jako funkce ®(x) a (symetricky) kovarianéni operdtor C' zobrazuje pvky dudlniho prostoru
do prostoru funkci ®(x). Nutnou a postacujici podminkou o-aditivity gaussovské miry na Hilbertové prostoru
je, aby operdtor C byl nezédporny a jaderny (t.j. omezeny s kone¢nou stopou). Pokud vSak posledni podminka
neni splnéna, lze vzdy Hilbertv prostor vhodné rozsifit.

Predpokladdme, ze operator C' je positivng definitni a symetricky, tedy i matice Ca mé tyto vlastnosti.
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timto vytvorujicim funkcionalem je uréena mira

1 1
dpp[®\] = d" P —m8——— (——<1> —p)t - Cit (@) — ) 463
pa[Pa] SWATTOLTeIy exp 2( A —17A) A (@A —mn) (463)

Tedy vSechny kone¢norozmérné projekce miry p s charakteristickym funkcionlem (461) jsou
konec¢nérozmérnymi gaussovskymi mirami na R"”.

Tlustrujme tyto obecné pojmy na dulezitém specidlnim piikladu. V predchozi podkapi-
tole jsme naznacili souvislost mezi Fockovym prostorem Fq ,, sestrojenym pomoci piisobeni
kreacnich operatort

_ / d¥xeP*(E(p)(®(x) — n(x)) — ir(x))

na fockovské vakuum |Vq ;) s vlnovym funkciondlem (®|¥q ,) = ¥q ,[®] a prostorem kvad-
raticky integrovatelnych funkcionald vzhledem ke gaussovské funkciondlni mite, formalné za-
psané ve tvaru duq,[®] = D®(x)¥q ,[®|¥a,[P®]". Pro charakteristicky funkcional této miry
jsme z pozadavku moZnosti vyjadrit skaldrni soucin na Fockové prostoru Fq ;, funkciondlnim
integralem dostali

ZaylJ /du Jexp ( (Jn) — —<J2Q J>>

V tomto ptipadé hraje roli kovarian¢niho operatoru operator (20) . Koneénorozmérné pro-
jekce této gaussovské miry na podprostorech soutadnic odpovidajicim koeficienttim rozkladu
obecné konfigurace do vlastnich stavii f;(x) jednocasticového hamiltonidnu § piisludnych
vlastnim hodnotam Ey < E; <... < E; <... jsou??

dpn( H =1 4, (464)

kde @(x) = 3°; ©,fj(x) a n(x) = 32 1;fj(x). Ve smyslu formule (464) lze chépat symbolicky
7Zapis

d:uQm = lim ®;—1;)* d(I)] (465)

jako rozklad gaussovské miry na pifimy soucin jednorozmérnych gaussovskych mér odpovi-
dajicich jednotlivym mdédim jednocasticového hamiltonidnu €. Ndhrada miry dpq,[®] jeji
kone¢nérozmeérnou projekci (464) je prikladem regularizace gaussovské miry odfezdanim ultra-
fialové ¢asti spektra.

Znalost koneénérozmérnych projekci umoziuje vedle integrald cylindrickych funkciondlt
Casto pocitat i integraly z funkciondld, které jsou bodovymi limitami posloupnosti cylin-
drickych funkcional@”?3. Souvislost gaussovské miry a Fockova prostoru umoziiuje jesté dalsi
“algebraické” metody vypoctu gaussovskych funkciondlnich integrali. K tomu je vhodné po-
drobnéji studovat reprezentaci Fockova prostoru Fq , kvantové teorie volného realného skalar-
niho pole Hilbertovym prostorem Lo(X,duq,[®]) kvadraticky integrovatelnych funkcionali
vzhledem k mife dug ,[®].

92ptedpokldddme mltky koneény objem a tedy diskrétni spektrum operatoru €.
93 Abychom mohli pouZit vétu o zaméné limity a integrace, potfebujeme integrovatelnou majorantu - tou
¢asto mize byt konstantn{ funkciondl, nebot [ du[®] = 1.

86



Pfipomenme, Ze v této reprezentaci je operator m(x) dan vztahem

m(x) = —i(y{)(sm +iQ(P(x) — n(x)), (466)

a operator ¢(x) mé nasledujici rozklad pomoci kreac¢nich a anihila¢nich operatori:
p(x) = ¢(x) = /ap(a(P)eip'X +at(p)e PX) +1(x), (467)

kde pouzivime oznaceni dp =d%p/(27)*2E(p).

Diky korespondenci (447) lze interpretovat v této nové Schrodingerové reprezentaci mo-
nomy ®(x;)®(x2)...P(x,) jednak jako vlnové funkcionaly (zobecnénych) stavi z Fockova
prostoru Fo ,, jednak jako operdtory, které tyto stavy generuji z vakua. Tato dvojaké inter-
pretace umoznuje zavést operaci normalniho usporddani monomu

O(x1)P(x2) ... P(xp) = P(x1)P(x2) ... P(x,) : (468)

chapanych jakozto vlnové fukcionaly prostiednictvim normalniho uspoiddani odpovidajicich
operatori - totiz vyjadienim téchto operatori pomoci kreac¢nich a anihila¢nich operatort a né-
slednym preusporddanim vsech anihila¢nich operdtori napravo od kreac¢nich. Tedy napiiklad
(pro jednoduchost budeme predpoklidat n =0 )

 B(x)B(y) =
=: /ap(a(p)eip'X +aT(p)e”PX) /c~1q(a(q)eiq'y + at(q)e™9Y)

= [ dpdq(a(p)e®*a(q)e'MY +a* (p)e PXa(q)e'dY

+at(q)e "Va(p)eP* +at(p)e PXat(q)e 1Y)

Definici normélniho uspofadani lze rozsifit na libovolny funkciondl tvaru (funkcionaly
tohoto typu se nékdy nazyvaji analytické)

Fo] = i /ddxl A (X1, %) B(xL) . D (%) (469)
n=0
predpisem .
PR =Y /ddx1 e A f (X1 %) B(x1) . D) ¢ (470)
n=0

Tato definice umoznuje operaci normélniho usporadéani s vyhodou kompaktné zapsat pomoci
vytvorujiciho fukciondlu normalné usporadanych monomu

B (x1)D(x2) ... Dx) = W(Xl)fn' e (i/dde(x)CI)(x)) yeo. (4T1)
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Pro vytvorujici funkcional dostavame s uzitim kanonickych komutacénich relaci:
: exp (i/ddXJ(X)(I)(X)> :
= exp (i/apddxaﬂp)eip'xJ(x)) exp (i/apddxa(p)eip'xJ(x)>
exp (i/dde(x)n(x)>
= exp (i/dde(x)q)(x) +%/apddxddyeip'(x_Y)J(x)J(y))

= exp (%/ddxddyJ(x)(2Q)_1(x,y)J(y)) exp (i/ddXJ(X)(I)(X)> ,

X

kde druhd radka predstavuje definici normélniho usporadani a pri prechodu na tieti fadku

. . . 1 ; .
jsme uzili formuli e4e? = eAtBH3l4B] v kompaktnim znaceni:

1

: exp (i{JB)) = exp (i(.JB)) exp (2<JLJ>> . (472)

2Q

Je uzitecné zobecnit korespondenci s Fockovym prostorem na pfipad libovolné gaussovské
miry s kovarianénim operatorem C' a stfedni hodnotou 7 - prislusny “jednocasticovy hamil-
tonidn” je dan operdtorem Q¢ = (1/2)C~t. Pro nés bude v dal$im dtlezit4 pravé zobecnénd
operace normalniho usporadani vzhledem ke kovarianci C', odvozeni jejichz vlastnosti se bu-
deme nyni blize vénovat.

Formule pro vytvorujici funkcional normélné usporadanych monomil vzhledem ke kovari-
anci C' je pfimym zobecnénim formule (472):

cexp (i(J@)) :¢ = exp(i(JP))exp (%(JCJ))

1,6 ¢
= ——(—C— i(JD)). 4
exp (555 Crg) ) e (G(78) (473)
Posledni vyraz plyne z formule F[0/id®] exp (i(JP)) = F[J] expi(J ), platné pro funkcionaly
typu (469) . Tataz formule dava

0 :
P[00 = i F [W] exp ({JD)) ¢ |7—o
4] .
F [m] rexp (i(JQ)) :¢ |7=0
d 1,6 0 .
= o] ew (<3(55055)) exp (72D 1=

Uvédomime-li si zdménnost funkcionalnich derivaci vzhledem k J a ®, dostaneme kone¢né
uzitec¢nou formuli

1,6 0
 F[0] o= exp <_§<5_<1>05_<1>>> Fla]. (474)
Odtud plyne nésledujici pravidlo pro derivovani normalné usporadanych funkcionAli:
] d
D] ;o= F|®] .. 475



Jak je vidét z predeslych dvou formuli (474,475), lze kazdy funkciondl F[®] typu (469)
vyjadrit pomoci normalné usporadaného funkcionilu exp <%(5%C 6%)) F[o],

Fl®] = exp (%(%c%@ﬁ Fla] e . (476)

Jak uvidime v dalsim, funkcionaly tvaru : F[®] : lze velmi snadno integrovat vzhledem
ke gaussovské mife. Odvodme proto nyni nékolik pravidel pro pocditani s operaci norméalniho
usporadani. Aplikujeme-li na formuli pro souc¢in normélné usporadanych exponencial

s exp (I(J®)) :¢: exp (I{KP)) :c=: exp (i{(J + K)®P)) :¢ exp (—(JCK)) (477)
operator 0/i0K (x), polozime-li ve vysledku K = 0 a uvazime-li, ze : ®(x) :¢c= ®(x), dosta-
neme po upraveé

: O(x) exp (I(JP)) :c= @(x) : exp (i(JP)) :¢ —C cexp (1(JP)) :¢, (478)

_%
0P (x)
odkud, pusobenim operatoru F[§/idJ] pro J = 0, obdrzime kone¢né

d
:Q(x)F[P] =@ cF®) 0 —C——: F[?] ¢ . 479
(P[] o= 200 : F8] 10 ~C g Fla] e (479)
Tuto formuli Ize pouzit k rekurentnimu vypocétu normalné usporddanych monomsd.
V dalsim budeme potiebovat explicitni formu vyrazu : exp (% (@A@)) :0, kde A je operétor
takovy, ze operator C'A ma konecnou stopu a operator 1 + AC je invertibilni.
Nejprve odvodme funkciondlni rovnici pro : exp (%((I)A(I))) :¢c. Pomoci pravidel (475),

(479) dostavame postupné

ﬁ : exp (%(@A@)) C
= : A®(x)exp (%(@A@)) C
_ AD(x) : exp (%(@A@)) » —Ac&%(x) : exp (%(@A@)) o

Tedy

(1+ AC)% : exp (%((I)A@)) (o= AD(x) : exp (%(@A@)) .

Obecné feseni této rovnice snadno nalezneme ve tvaru
exp (%(@A@)) o= K exp (%(@(1 + AC)1A<I>>>
— Kexp (%(@(A‘l 4 C)‘1<I>)>
kde K je konstanta, jak je vidét z posledni formule, plati

1
K =:exp <§<<I>A<I>>> 10 |o=0-
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UvaZzujme pomocnou funkci K (a) =: exp ($(PAP)) :¢ |o—0, pro jeji derivaci méme

3I(§é @) _ = %" : exp (%(@A@)) 1o |o=0
- %(@A@)exp (%(@A@)) oloo
_ %(@A . @) exp <9<@Aq>>) clomo — %((;;CACI))exp (9<<1>A<1>>> oo

1
= JTCAexp (E(@A@) Clazo —5 + (RACAB) exp (%(@A@)) oo
1 «o o? «
= (—§TrCA + —TrCACA - 7TrCACACA +.. > : exp <§(<I>A(I>)> :¢]o=0
= 3 > (-1 T T (CAY K (o).
j=1
Zde jsme opét uzili pravidla (475), (479). Integraci v mezich (0, @) mame

Kla) 1& o 1
1nm = 5jzl(—nJTTr(CA)J = —§Trln(1 +aCA), (480)

fada je konvergentni pro —1 < aCA < 1. tedy
K=K (1) =exp (—%Trln(l + CA)) .
Konec¢né forma hledané formule tudiz zni
: exp (%(@A@)) :0= exp (—%Trln(l + CA)) exp (2( At+oyt )) (481)
a inverzni formule je:
exp (%(@A@)) — exp (—%Trln(l _ CA)) exp <2< (A~ 0)—1<1>>> oL (482)

Dilezitost normalné usporadanych funkciondléi spociva v nésledujici formuli pro jejich
integral vzhledem ke gaussovské mite s kovarianci C a stfedni hodnotou 7:

[ dute]: Flo] o= Fin. (483)
ktera je disledkem formule®*
1
/d,u cexp (I(J@)) :¢ = exp (5 (JCJ) ) /d,u Jexp (i(J®))
1
= exp (5 JCJ)
= exp ({Jn

**Tuto formuli lze snadno pochopit, uvédomime-li si korespondenci [ du[®]F[®] = (0|F[ 110}, kde |0) je
vakuum Fockova prostoru odpovidajicimu jednoéasticovému hamiltonidnu Q¢ = 1/(2C) a polnim operdtorim
(467).
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z niz vyplyva
/du[@] L B(x1) . D) o= (x1) (). (484)

Jsme-li tedy schopni vyjadrit dany funkcional pomoci normélné usporddaného funkcionélu, je
jeho integrace trividlni. Tlustrujme to na dileZitém specidlnim p¥ipadé exp (% (PAD) 4+ i(J <I>>) .
Nejprve tento funkciondl vyjadFeme pomoci normélné usporadané formy uzitim formule (482)

exp (%(@A@) + i(J<I>>>

— exp (%((@ AT )A(® + iA‘1J))> exp (%(JA‘U))

1 B 1
exp <§<JA 1J)) exp <§<@Aq’>) e @ ria-ty

= exp (%(JA1J)> exp (—%Trln(l - CA))

X

1 _ _
: exp (5(@(A t-0) 1‘1’>> :Closaria-ty -

Nyni snadno zintegrujeme podle pravidla (483):

/du exp( (DAD) +i(J<I>>)
= exp <§(JA1J>> exp (—%Trln(l - C’A))
< exp (5047 = 0)7'8)) foiias

Pomoci identity
e R R o) . W 0 I ol

obdrzime vyslednou formuli, kterou ¢asto upotiebime v dal$im:
/ dp[®] exp ( (®AD) + (J<I>>)
1 1 —1y—1
= exp ——THn(l — CA) ) exp §<J(A -C ) )
X exp< (A~ 0)—1n>> exp (ifn( — AC)710)). (485)
Platnost této formule je omezena platnosti vztahu (482), tedy musi byt C'A jaderny operator,
-1<CA<L

Uvedme jesté dvé vlastnosti gaussovské miry vzhledem k transformacim a formuli, kterd
je funkcionalnim zobecnénim integrace per partes. Uvazujme zobrazeni

fa:@(x) = ¥(x) = 0(x) + A(x) (486)

kde A(x) je pevné zvolena konfigurace a definujme posunutou miru relaci

pA(M) = p(fy (M), (487)
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takze plati

[ dmw1Fe) = [ dufelFie + A,

Pro charakteristicky funkcional (Fouriertv obraz) miry du) dostavame (srov. (461))

Zy\J] = /du,\ Jexp (i(J¥)) /d,u Jexp (i{(J(® + N)))
— exp (i(J(n ) — 5<JOJ>> , (488)

tedy “posunutd” mira du) mé stejnou kovarianci a posunutou stfedni hodnotu. Zcela analo-
gicky, definujeme-li transformaci na prostoru konfiguraci pfedpisem

fr:@(x) = ¥(x) = L®(x), (489)

kde L je linedrni operator, a miru

ur(M) = p(f, (M), (490)
takze plati
[ dn @) = [ aplejFize (491)
ZulJ) = [ dpl¥lexp ((79) = [ dpl@]exp (i(7L))
= exp (i(JLn) - %(JLCLTJ)> : (492)

Kovariance transformované miry duz[¥] je tedy C;, = LCLT, kde LT zna&i transponovany
operator a nova stiedni hodnota je n;, = L.

Pocitejme koneénd integral z funkciondlu C~1(®(x)—n(x)) F[®]. Definujme pomocny funk-
cional G[®] = exp ( (&C%)) F[®], potom F[®] =: G[®] :¢. Mame postupné s uzitim (479)
a pravidla (483)

= [ dule): (@) — n(x)G1@) e + [ dule)s— s L)
= 0 M (@(x) — () [l + / dyu[® @(X)Fm
= [ dnle] g 1o
Tedy méme formuli
[ dute 5@ 9] = [ du@IC 1 (@(x) - n(x)) Fl] (493)

kterou lze chipat jako pravidlo integrace per partes.

92



Vysledky této podkapitoly lze shrnout v sérii intuitivnich pravidel, kterd umoznuji snadno
manipulovat s gaussovskymi integraly. Tato pravidla obsahuji nékteré neexistujici (samostatné
nedefinované nebo divergentni) objekty, jako “miru” D®(x), funkcionilni determinanty ne-
omezenych operdtori atd., proto je tieba chapat je spiSe jako mmnemotechnické pomtcky.
Nicméné pravé v této formé se obvykle vyskytuji ve fyzikalni literatute, proto uvedme na
zéveér jejich prehled.

ZapiSeme-li (normalizovanou) gaussovskou miru s charakteristickym funkciondlem (461)
symbolicky ve tvaru

1/2
au@) = DDt (5] exp (—5 (@ —mC M@ =) (194)

je rovnice (461) interpretovatelnd jako nekone¢nédimenzionilni zobecnéni formule pro gaus-
sovsky integral:

Det (#) v /D@(x) exp <_%<(q> )Y@ — ) + i(J<I>>>
— exp <1<J77> - %(JCJ)) . (495)

Formule (485) je pak naivné disledkem pravidla (495) pro C~1 — C~! — A, piseme-li pro
libovolné operatory M a N (bez ohledu na existenci pfislusnych determinantt a stop)

DetM = exp Trin M,

DetMDetN = Det M N (496)
a interpretujeme-li v duchu téchto pravidel soucin funkcionalnich determinantt neexistujicich
samostatné:
1 2r 1 1
Det | — | Det | =———] = Det =
¢ (%C) ¢ (0—1 — A) ¢ (0(0—1 — A)) Det(1 — CA)

= exp(—Trln(l — CA)). (497)

Vztahy (488, 492) lze chapat jako disledek pravidel (496) a transformacnich vlastnosti
“miry” D®(x) vzhledem k translaci a linedrnimu zobrazeni

D(B(x) + A(x)) = DB(x),
D(L®(x)) = DO(x)DetL, (498)

uvédomime-li si, ze ve “fyzikalnim” znaceni

1/2
dul®) = De(Det (57) " exp (5@ - X-mC i@ = A=)
1/2
dpr[®] = DO(x)Det (27”;10];) exp (—%((@ — Iyl et e - Ln)>> :

(499)

a provedeme-li formélné substituci ® — ® + A, resp. & — LO.
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Piseme-li ve formuli (493)

610 = et (55 ) ew (<2 e @ ) Fla

lze ji naivné chapat jako tvrzeni, Ze integril podle “miry” D®(x) z funkcionalni derivace se
anuluje:

/ Do(x)- @ix) Qo] = 0, (500)

tedy jako zobecnéni formule pro integraci per partes s nulovymi povrchovymi ¢leny.

Koneéné popis miry pomoci koneénédimenzionalnich projekci umoznuje psat formuli pro
prechod od proménnych ®(x) ke koeficientiim rozkladu ®(x) = Y, ¢ntn(x) do baze vlastnich
vektori 1, (x) operatoru C piislusnych vlastnim hodnotim ¢,

du[@]zﬁdwn( ! )1/2€Xp (~ge(on —m)?). (501)

27mey, 2cy,

2.3 Funkciondalni integral jako drahovy integral na prostoru polnich konfi-
guraci

Jak jsme jiz naznacili v predchozich podkapitolach, jednou z moznosti jak konstruovat dra-
hovy integril pro kvantovou teorii pole je zafixovat pevné podprostor plného prostoru vlno-
vych funkcionald tak, aby jej bylo mozné reprezentovat kvadraticky integrovatelnymi funk-
ciondly vzhledem k vhodné mite. To lze jednak prostiednictvim mftizové regularizace, kdy je
tento podprostor tvoren polnimi konfiguracemi konstantnimi v bunikidch kone¢ného objemu
a prislusnd mira je pfimym soucinem konecného poétu Lebesgueovych mér, jednak vybérem
Fockova prostoru, odpovidajicimu vhodnému volnému hamiltonidnu - v tomto pripadé mame
k disposici gaussovskou funkciondlni miru, popsanou v piedchozich podkapitoldch. V této
podkapitole se budeme zabyvat druhou z téchto dvou moznosti.

Pro jednoduchost budeme uvazovat Fockiv prostor Fq, odpovidajici jednocasticovému
hamiltonidnu 2, s nulovou vakuovou stfedni stfedni hodnotou operitoru ¢(x), t.j. n =
(Pa|p(x)|Tq) =0, vybudovany z vlastnich stavi | p1p2. .. pp) hamiltonidnu

1 ~
H =5 [ ax (x(0? + 6(x)2%(x)) = [ dpEP)a* (Pla(p) (502)
V reprezentaci Fo =~ La(X, duq[®]) jsou tyto vlastni stavy reprezentovany funkcionaly

Upips..pn[®] = (2 | P1P2 - - Pn)-

V dalsim bude pro nas technicky vyhodné zahrnout tyto funkcionaly do jednoho vytvoiujiciho
funkcionalu Z[a, @]

(5n
da(pr)da(pe)...da(pn)

Upips..p.[®] = (=1)" Z[ev, @] Ja=o - (503)

Neni obtizné nalézt explicitni tvar pro Z[«, ®].
Zloo] = (@ |exp (i [ d'patp)a’ (p)) | o)
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— exp (i / d"pa(p) / 9% P (2B (p)d(x) — wix))) |
= exp (i/ddpa(p)/ddxeip'x2E(p)<I>(x))

< exp ([ ataa(a) [ dlye® [atpa(p) [ alxe*BE)00), 1) .

kde jsme pri prechodu na druhy fadek vyuzili explicitniho vyrazu pro kreacni operator a
korespondence
o[®] = (Vo) =1,
m(x) = —16/0®(x) + iNP(x),
B A.B_—1[A,B]

platné v pouzité reprezentaci. Tieti fadek plyne z identity eAT?F = edeBe 2 . Vyslednou
formuli zapi$me ve tvaru norméalné usporadané exponencialy
Zla®) = exp (20" [ ¢'pE(p)a(pla(-p) + 2i [ d'pd’x2(x)ePE(p)a(p))
= :exp (i/ddxq)(x)&(x)> 0=1/(20)>
kde jsme zavedli
a(x) =2 [ d’peP*E(p)a(p) (504)

Pro konstrukci drdhového integralu budeme potiebovat zobecnéné spolecné vlastni stavy
operatori ¢(x), splijici relace uzavienosti ve tvaru

[ duslalj@)@] = 1. (505)
S vyuzitim relaci uzavienosti, napsanych pomoci vlastnich stavi operatoru H,
o 1 _ B
Zﬁ/dpl...dpn\plpg...pn)(plpg...pn =1 (506)
n=0""

dostaneme nasledujici rozklad stavu |®) do zobecnéné fockovské baze | pip2...pn):
o 1 N ~
@) =" E/dm cdpn [ P1P2- - - Pn)¥pips..p. [P]" (507)
n=0 """
S pomoci vytvorujiciho funkciondlu Z[a, @] a formule (503) mame pak
© 1 ~ ~
| @) = Z ! /dp1 ... dpp¥p, p,..p, [(I)]*a+(P1) . --a+(Pn) | Uq)
n=0 """

= exp (/ 5pa+(p)%) Z[a, @] | Ta) |a=0

)
ia* (p)

= Z*[ma@] | ¥a),

tedy explicite

| &) = exp (—% / dpa (p)a® (—p) +2 / dx®(x) / apeip"‘E(p)a*(p)> | Wq).  (508)
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Vsimnéme si, Ze stavy |®) podobné jako stavy | p1ps ... pn) nejsou normalizovatelné, nepatii
tedy do Fockova prostoru, ale do jeho vhodného d1str1but1vn1ho rozsiteni?s.
Zcela obdobné lze ziskat zobecnéné spoleéné vlastni stavy operdtori m(x)

1) —exp (5 [ dpa* (pla* (~p) + 2 [ a’xllx) [ dpe PXa%(p)) | Wa)  (509)

které spliuji relaci iplnosti ve tvaru

/dug_lmxm ~ 1. (510)

Nasim nejbliz§im cilem bude zkonstruovat reprezentaci evolu¢niho operatotu (analyticky
prodlouzeného do euklidovské oblasti ¢ — —i7) pro systém s hamiltonidnem H + Hy, kde H je
volny hamiltonian (502) a H; = H [¢] je interakéni hamiltonian, o kterém budeme piedpokla-
dat, Ze je funkcionalem pouze operatoru ¢(x). Budeme postupovat analogicky jako v kvantové
mechanice - nejprve sestrojime jadro operatoru exp(—7H), tedy funkcional IC[CIDI, o, —ir] =
<(I)I|6Xp(—TH )|®) a potom podobné jako v kvantovémechanickém piipadé uzijeme Lieovu
formuli, piipadné jeji modifikaci pro ¢asové zavislé interakéni hamiltonidny.

Pristupme k realizaci prvni ¢asti tohoto programu. Pomoci rovnosti

e*T Z;Lzl E(pj)

exp (_TH) ‘ p1p2---pn> = ‘ p1p2...pn)

mame
K[®, @, —ir] = <q>’yexp(—TH)\<1>>
= Z /dpl dp"e R (j)‘yplpz---pn[q’,]‘l’plpzn-pn[@]*-
(511)

Vyjédiime-li na pravé strané této rovnosti vlnové funkcionaly ¥p,p,..p, [®] pomoci vytvoru-
jiciho funkcionélu (503) Z[a, @], dostaneme

: <1 [~ < B,
K2 @.~ir) = 3 [ dpy. dpge 2 P
n=0""

6” 7 !
X 7 7 7 AL ,@ o =
5a! (p1)dc (p2) ... dd (py) [ Moo
571
X Z* o, @] |a=0

da(p1)da(pz) ... da(pn)

= ex e~ TEP) L o, 12" !
- p(/dp (P)5a'(P)>Z[ @ 12700 8 laar o

(512)

%Naproti tomu stavy, které pat¥i do Fockova prostoru realizujiciho unitdrné neekvivalentni reprezentaci
kanonickych komuta¢nich relaci, které jsme diskutovali v pfedchozich podkapitolach, mohou byt normalizo-
vané a presto nepatii do zadného distributivniho rozsifeni pivodniho Fockova prostoru, nebot jsou k nému
“orthogondlni”.
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Pomoci Fourierovy transformace zdroji do z—reprezentace
alx) = 2 [ d%peP*E(p)a(p)

o'(x) = 2 [ d'pe PXE(p)a (p) (513)

prepiseme funkciondlni derivace a obdrzime

2 ~
[ dpe® % [ dixdydpe ) 25 (p))?
56
da(x) 6 (y)
5

a0
2($Qe Qﬁ),

coZ umoziuje zapsat formuli pro K[® , ®, —ir] v kompaktnim tvaru

X eip-(xfy)
(514)

K[® ®,—ir] = exp (2(%9(3795%))

x rexp(i(®a’)) = exp (—{Ba)) i, o

5 0 1.6, .6
- eXp( (5t Qaa'>>e"p< 150 5<1>>>

1 5 -1 5 . o .
< oxp (3 (5 ) ) expli(® ) exp(—i(Da)) |,y o -
(515)
Protoze funkcionalni derivace vzhledem k @, o a a, o komutuji, madme
, 1,6 § 1,6 §
o, 0, —ir] = QO ot
KR8, —ir] = e (~3(550 150 ) exp (~3 (500 1))
X exp (2(@Qe_TQ(I> ))
1,6 0
- eXp( 1(5e% 5TI>>)
xexp (—(@02e72®) ) exp (2(@0e70))
= :exp (Z(QDQe_TQ@')—(@Qe_QTQ@)):. (516)

Vyslednou formuli obdrzime aplikaci pravidla pro normalni usporadéani (481), v némz polozime
A=-2Q0e2" a C = 1/20:

K@, &, —ir] = exp( o' 0o’ ) exp( <<1>Qe*2m<1>>) oo araf
= exp ( (' Q0" ) exp (—%Tr In(1 — ezTQ))
% exp( —QTQ) IQe—QTQ(I)>) ’¢H¢7e7—0¢,
= exp( %Trln 279))
27'Q 1Q @ _ @’
x exp (((@ )o@ - o))
x exp (2(@(1 +eTQ 1Q<1>’)). (517)
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Koneéna formule tedy zni

K[®,®,—ir] = exp (—%Tr In(1 — eZTQ))
< exp (@ - @)1 - )00 - @)
X exp (2<<1>(1+em)*19<1>’>). (518)

Zkoumejme nyni blize ziskany vysledek. Jak vime z pifedchozi kapitoly, znalost IC[(P/, O, —i7]
umoznuje spocitat particni sumu systému jako funkciondlni integral

Zs = Trexp(—BH) = / dpua[B)K[®, B, —if]
= exp (—%Tﬂn(l —em)) /dm[@] exp (2(<1>(1 +e59)*19<1>>)

1 1
= exp (—?IHH(l - e_wg)) exp (—?IHH(l —2(1+ eﬁg)_1)> ,

tedy pro dostatecné velky objem V — oo, kdy lze nahradit sumaci ptes diskrétni hodnoty p
integralem, mame
Vv
Zg=exp (—Trin(l — e #?)) =e (— /dd 1 1—e—/3E(P>>. 519
5 = exp (—TrIn( ) =exp (= gga [ 4'pin ) (519)

To je, jak jsme ostatné ocekavali, standardni partiéni suma systému stejnych bosont s jedno-
¢asticovymi hladinami E(p).

Naleznéme jeité euklidovskou matici hustoty [®', ®, —i7] v limité infinitesimalnich 7 — 0.
Rozvojem operatorovych funkci dostaneme

K[® &, —ir — 0] ~

exp (—%’I‘rln(ZTQ)) exp (%((I)QCI)) + %(CI),QQIO

%

!

 exp (-%((@ _ o)) - %Té(«m?@ + (' 0%0) + <<I>'92<1>'>)>
= N(r)Uu[@] U5 [@] !

1 ! 1 1 14 ! !
X exp (—2—<(<1> — )% — 575(@92@ + (D O?®) + (O QD >)> . (520)
T

V poslednim Fadku jsme zahrnuli na ® nezdvisly predexponencidlni (7-zévisly) faktor a
normovaci faktory explicite vydélenych funkcionalt zdkladniho stavu v pivodni funkcio-
nalni reprezentaci (tyto faktory odlisuji ptivodni funkcionalni reprezentaci od reprezentace na
Lo(X,dpq[®]), kterou v této podkapitole pouzivame) do spoleéné predexponencidlni funkce
N (7). V ptivodni reprezentaci je tedy jadro euklidovského evoluéniho operdtoru pro 7 — 0
dano formuli®

K[®', ®, —ir — 0] ~

—~ 1 / 11 , , ,

< Nir)exp (—5-(@ = @) - Sr3(00%8) + (@' 0%8) + (0'0%0))).

(521)

%Pouzijeme-li naivni formuli pro normalizaci zékladniho stavu No = det (£) 4 4 vatah det A = exp TrIn A,
1 ) 1/2

Py . Zde se nabizi srovnani

dostaneme pro niZe zavedenou normaliza¢n{ funkci naivni vyraz A (7) = det (
s predexponencidlnim faktorem propagétoru volné castice.

98



Vyraz v exponencidle lze interpretovat (az na znaménko) jako klasickou (euklidovskou) akci
pro volné skalarni pole

Suul®] = % /1t oy & (O2())? + 2(@)2(x)) (522)

pocitané na trajektorii ®(z) = ®(¢,x) v konfiguraénim prostoru, kterd linedrné interpoluje
mezi konfiguracemi ®(x) v ¢ase t = 0 a @ (x) v Case t = 7. Tato formule bude vychodiskem
pro “fyzikdlni” interpretaci drdhovych integral v teorii pole.

Lieova formule dava®” pro jadro evolu¢niho operatoru interagujiciho systému

(@' | exp(—(H + Hy)) | @) = lim (&' | (exp(—rH1/N)exp(~rH/N))™ | @), (523)
resp. pro casové zavislou interakci
! ! N
(@ |U(rgm) | @) = Jim (@ | [ exp(—rHi(r))/N)exp(~rH/N) | @) (524)
j=1

Intuitivni odvozeni reprezentace téchto veli¢in drdhovym integralem je primou analogii po-
stupu uzitého v kvantové mechanickém piipadé. Vlozme do téchto formuli N — 1 krat roz-
klad jednotky ve tvaru (505), kde pisme formalné dug[®] = DO (x)Vq[@]¥E[P] a pro dosta-
teéné vekd N pouzijme formu volného evoluc¢niho operdtoru pro infinitesimalni casy (520).
Donasobime-li jesté vyslednou formuli faktorem Wq[®']U5[®], ktera prevadi reprezentaci na
Lo(X, duq[®]) zpét do ptvodni funkciondlni reprezentace, dostaneme formalni vyjadreni jadra
K[®', ®, —ir] ve tvaru

K[®', @, —ir] =
N-1 N
= lim / H1 D (x)N () exp (—eH;[®;, 7))
s
X exp (_i«@j —®;_1)%) — %6%((¢192¢j> +(2;Q0%®; 1) + (%—192@3'—1)))
N N-1
~ Jim N[ [T P2,(x) exol(-212) (525)
s

kde jsme oznadili e = 7/N, Tj = J€, ﬁ: H;V:lﬁ(e), Oy =0, Py =9 a

N
1
s¥e] = (@ - )
j=1
11
+ 5o ((Q70)) + (2,070 1) + (2, 1Q°D; 1)) + eH [2), 7).
(526)
Posledni vyraz lze interpretovat jako hodnotu klasické euklidovské akce
1 T T
Sple] = ; / 4 (012 (2))° + ()2 (x) ) + / dtH [, 1], (527)
0 0

977de blize nespecifikujeme vlastnosti interakéniho hamiltonidnu, pro néz je Lieova formule pouZitelns.
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interagujici teorie pocitané (do fddu O(e)) pro po ¢astech linedrni trajektorii v prostoru
polnich konfiguraci. Naivni limita N — oo dava konecné

L =
Ko, @, —ir] = L ey D) e0(=85[2]), (528)

coz lze chapat jako drahovy integral pies vSechny trajektorie v konfiguracnim prostoru, spl-
nujici zadané okrajové podminky. Pfitom “mira”, formalné vyjadiend jako limita

D®(z) = lim H DO,( (529)

N—oo
neexistuje v rigoréznim smyslu podobné jako miry D®(x) a Dx(t).
2.4 Vytvorujici funkcional Greenovych funkci volného skalarniho pole a

gaussovska funkciondlni mira

V predchozi podkapitole jsme uvedli intuitivni argumenty, dovolujici vyjadrit jadro evolu¢niho
operatoru pro interagujici skalarni pole pomoci forméalniho funkcionélniho integralu

., a(rx)=2' (x)
Ko, ®, —ir] = / Db (z) exp(—Su[®)). (530)
$(0,x)=®(x)

Spise nez jadro evoluéniho operdtoru se vyuziva v kvantové teorii pole vytvorujici funkcio-
nal Zg[J] (euklidovskych) Greenovych funkci. Pfipomenme, 7ze funkciondlni derivace Zg[J]
podle J davaji vakuové stfedni hodnoty 7’--usporadanach soucinti Heisenbergovy reprezentace
operatort pole ¢(z) = ¢(7,x) = e THp(x)e™ v imagindrnim Case, t.j.

ZulT] = (0|, exp (i / ddeJ(x)qs(x)) 10)

- Tr exp(—HT)T;exp (i f_TﬁQ drdxJ(r,x)¢(T, X))
= Tr exp (—HT)

= i%/dd+1x1...dd+1an(:v1)...J(:vn)(0|TT¢(:v1)...¢(xn)|0>, (531)
n=0 """

kde |0) je zakladni stav interagujici teorie. Definice Zg[J] je pfimym zobecnénim kvantové
mechanické definice, uvedené v piedchozi kapitole®®, na p¥ipad nekoneéné mnoha stupid vol-
nosti. Naivni reprezentace Zg[J] drahovym integralem, zalozena na formuli (528) a vysledcich
predchozi kapitoly, zni

Jao %D@( >exp(—sE[ |+ A% ad(z) ) (z))
ZglJ] =
fq> ( )D(I)( r) exp(—Sg[®])
. Jo( 125)—a(r 25 DP(x) exp(—Sp[®] + i f_TﬁQ A 1z:® () J (x)) 532
- T Jo(—r2.0=0(1/2,x) P2(7) exp(=Sp[®])

%Volba faktoru i v argumentu exponencialy, kterym se zde lifime od pfedchozich kapitol, je motivovana
vyrazem pro charakteristicky funkcional miry.
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Formule (530, 532) obsahuji neexistujici funkciondlni miru D®(z). Obdobné jako jiz diive
zavedené formalni miry D®(x) a Dx(t) ji v8ak lze dondsobit vhodnym funkcionalnim fakto-
rem tak, aby vysledna mira byla dobie definovani. Nazna¢me proto, jak lze intuitivni Gvahy z
pfedchozi podkapitoly formalizovat pomoci dosud vybudovaného aparitu gaussovskych funk-
ciondlnich mér.

Na pravou stranu formule (532) lze nahlizet jako na charakteristicky funkciondl miry, sym-
bolicky zadané vztahem D®(z) exp(—Sg[®])/N, kde normovaci faktor N odpovida jmenova-
teli na pravé strané (532). Proto se v dalsim soustfedime pravé na tuto veli¢inu a spocteme
ji pro pripad volného skaldrniho pole s hamiltonidnem

H=: %/ddx (7T(x)2 + QS(X)Qqu(x)) : (533)

se zakladnim stavem |0) =| ¥q). Nami zvoleny zptisob vypocétu Zg[J] neni nejkratsi mozny,
jeho vyhodou je, Ze ndzorné ilustruje “feynmanovskou” konstrukci miry na prostoru trajektorii
polniho systému s nekonec¢né mnoha stupni volnosti.

Zvolme tedy specialné interakéni hamiltonian ve tvaru Hy = —i [ d%J (t,x)¢(x) = i(J(t)¢).
Pro euklidovsky evolucéni operdtor systému s hamiltonidnem H + H; mame vztah

-T2

T/2
UJ)(T/2,-T/2) = T, exp (- / dT(H—i—i(J(T)qS)))

T/2

= exp(—HT/2)T; exp (1/

dT(J(T)qb(T))) exp(—HT/2), (534)
T2

druhy ze vztahi je dusledkem relace mezi Schrédingerovym a Diracovym obrazem evoluc-
niho operatoru. K vypoctu Zg[J] pouzijeme druhou z formuli (532) kterou lze diky (534) a
cykli¢nosti stopy prepsat do tvaru

TeU[LJ] (T/2, -T/2)

2Vl = wop) (/e T2
L [ dualal(@ | U[iT) (1/2,T/2) | @) 59
T—oo [du[®K® | U](T/2,=T/2) | ®)
nebot ve funkcionalni Schrodingerové reprezentaci Tr(.) = [ dug[@|(® | . | ®). Poznamenejme,

ze predlimitni vyraz na pravé strané (535) odpovida generujicimu funkcionalu tepelnych Gre-
enovych funkci pro 8 — oo; normalizaéni faktor ve jmenovateli je identicky s parti¢ni sumou
Zg danou vztahem (519) pro f=1T.

Pomoci formule (524) a vlozenim (N — 1) relaci Gplnosti (505) upravime posledni vyraz
na tvar

— ; 1 ) Jo—€¢H|P . : AD -
zel) =, hm o f N/2E<N/2dug[¢j]<%|e [©;1) exp (e (77)@;)

N/2
. 1 . .
= lm Z—/exp (le 3 (J(Tj)q>j>) I dual®,]K[@;,; 1, —id],

o0 o0 AT j=—N/2 _NJ/2<j<N/2
(536)

kde € = T/N, 7j = =T/2 + je a ®j, n(x) = Bj(x).
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Predlimitni vyraz na pravé strané (536) ma obecny tvar

ze' [ T1 a0, il — moD)IF @ v Blrga)  (537)
—N/2<j<N/2

(kde 0 < T_Nj241 < ... <Tnj2 = T'), svou formou pfipominajici integral z cylindrické funkce
podle Wienerovy miry (srov. (46)). Tato podobnost neni ndhodné. Podobné jako pfi kon-
strukci Wienerovy miry lze pomoci formule (537) definovat objekt, kteremu se v matematické
literatuie fikd kvazimira, definovand na mnoziné spojitych (v nasem pfipadé periodickych) tra-
jektorii @(7) s hodnotami v prostoru, na némz jsou definovany miry duo[®;]K[®;, ®;_1, —i(7;—
7j—1)], t.j. v naSem piipadé v prostoru polnich konfiguraci. Podle kvazimiry lze integrovat
cylindrické funkce, zavisejici na koneéné mnoha hodnotéich trajektorii v koneéné mnoha c¢a-
sech 0 < 7_py941 < ... < 7nj2 = T, a to pravé podle formule (537), a také funkce, které
lze ziskat limitnim pfechodem jejich aproximaci pomoci cylindrickych funkei (pokud vysledek
nezavisi na vybéru aproximace). Za jistych okolnosti kvazimira definuje o-aditivni miru na
spojitych trajektorifich, popt. na vhodné rozsifenem prostoru trajektorii. Integral podle kva-
zimiry funkce exp(i fOT dt(J(t)®(t))), existuje-li, se nazyva charakteristickym funkciondlem
prislusné kvazimiry. Vyraz (536) tedy predstavuje cylindrickou aproximaci charakteristickeho
funkcionalu kvazimiry definované pomoci (537). Tato kvazimira, resp. jeji pfipadné o-aditivni
rozsifeni, je tedy kandiddtem na objekt, davajici symbolu D®(z) exp(—Sg[®])/N rigorézni
vyznam.
Spéitejme nyni Zg[J]. Prepisme (536) na tvar

T—00,N—00 - .
—N/2<j<N/2 j=—-N/2

N/2
Zg[J] = lim NN/ H dpo[®;]exp (—S}EV + ie Z (J(Tj)@j>) , (538)

kde Ny = Z; ' exp(—N/2Tr In(1—e~2¥/N)). V predchozi formuli dud) = I nj2<jons dual®;],
jakozto piimy soucin gaussovskych mér s kovariancemi C' = (2Q) !, je opét gaussovska mira
s kovarianci C;; = (202)714;;. Vyraz v exponenciale integrandu zni

—Sg _ Z <2<(I)](1 _ 6259)719@j> _ 2(@](1 _ eZeQ)flgeeQ@jiﬁ)
NS N2
1
T TS (539)

—N/2<4,j<N/2
kde jsme oznacili symetrickou matici
Aij = 4(1 — eQeQ)_IQ(sij — 2(1 — eQeQ)_IQeeg(éi_Lj + 5]'_1,1'). (540)

Integrand integralu (538) méa tedy v exponencidle kvadratickou formu a pro jeho vypocet
lze uzit formuli (485). K tomu potiebujeme inverovat operdtorovou matici A;; — Cijjl. To

lze snadno prechodem k nové bazi v RY pomoci unitdrni matice Uy, = el Nk /VN kde
—N/2 < n,k < N/2, coz je koneéna analogie Fourierovy transformace:

Bhx) = Y D) (541)

VN —N/2<n<N/2
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Inverzni transformace je

D, (x) = S Bk, x)e T F A (542)

1
VN —N/2<k<N/2

nebot plati UTU = 1, neboli
i Z ei%’(nfm)k — 6nm
_N/2<k<N/2

Prejdeme-li podobné od J,(x) k J(k,x), dostaneme

Y. WEae) = > (ek)J(-k)

—N/2<j<N/2 —N/2<k<N/2

a kvadratickd forma v exponencidle funkcionalniho integrandu piejde na tvar

SSE= Y )1 - RN T - e Veos TRIR(-R), (543
—N/2<k<N/2

tedy operatorova matice A je v nové bazi antidiagondlni, totéz plati o kovarian¢ni matici C,
2
Ak,l) = 4(1— eQ%Q)_IQ(l — en%cos Fﬂk)(ikv,l
Ck,1) = (2Q) 7 0k .

Odtud snadno dostaneme

T
1 —ev%cos 22k
(A—C Yk = 20(2— 2 BNE 114,
1_62%9

T 2T
cosh NQ — cos Wk

sinh 2.0

= —-2Q Ok, —1- (544)
Tuto operatorovou matici lze snadno invertovat a zpétnou transformaci do ptvodnich pro-
ménnych dostaneme

(A= C™ N = —% >

—N/2<k<N/2

c
L sinh NQ i%’r(m—n)k
2Q) cosh %Q — cos QW”/@

(545)

Dale potirebujeme predexponencialni faktor rovny

exp(—%Trln(l — CA4)) H eXp(_%Trln(l _ e 2TYNY),
~N/2<j<N/2

Ten nezavisi funkciondlné na J a lze ho spocitat pomoci gaussovského integralu (538) pro
J = 0. Tomu vsak odpovida stopa volného euklidovského evolu¢niho operétoru, nebot jadro
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K splhuje semigrupovou podminku. Tento faktor se tedy zkrati s normalizac¢nim faktorem ve
jmenovateli vyrazu (535). Mame tedy

ZplJ] = lim

T —00,e—0,N—00,e N=T'

€2 1 € sinh €€ com
exp (—5 > ) el m’u(m»)

- S
—N/2<k,m,n<N/2 T 252 cosh €€ — cos ek

(546)
Pro vypocet limity N — oo oznaéme E = 2Xk a (¢ — t)=(j —k)T/N a méme
, 1 Gi(t—t)E
—(A-CchH ! t,t)=— — 4
( ¢ )mn - GT( ) ) T ! E2 + 02 (5 7)
=Fn

- T
Predpokladame-li spojitou zavislost J na t, pfejde sumace pies m,n v exponeciile (546) v

limité N — oo v integraci a dostaneme konec¢né

ZplJ] = Jim exp (-% [ 2//22 dtdt’(J(t)GT(t,t’)J(t’)>> . (548)

V limité 7' — oo piejde ve vyrazu (547) pro Gr(t,t ) suma pies diskrétni E v integral,

b ol ¢ = Gt 6) = [ ST 549
AHm r(tt)=Gp(tt)= w2 (549)
Euklidovsky vytvorujici funkciondl Zg[J] je tudiz dan formuli
1 ’ ! !
ZplJ] = exp (-5 / dtdt (J(6) Gt £ ) I (¢ )>> . (550)
Diskutujme nyni ziskané vysledky. Spocitejme dvoubodovou Greenovu funkci
- . Gt ) A1y eipa(t=t)+p-(x=x)) ,
(L, t, = t,t = )
(BT 6t 300(¢ x| ba) = (G (t. 1)) = [ Gt s (551)

posledni vyraz plati pro jednocasticovy hamiltonian €2, ktery je diagondlni v impulsové repre-
zentaci. Z formule (550) je zfejmé, Ze jedinou netrividlni souvislou Greenovou funkei je pravé
dvoubodova funkce; vytvotujici funkcional souvislych Greenovych funkci je totiz

Wg[J] = —In Zg[J] = % / Atdt (J(t)Gp(t, ¢ )J(¢)). (552)

Klasické pole ¢¢(z) je rovno

1 62Zpld] . oWglJ

dal) = ~igr i =i J(x)] —i / At (G, £)I(E)). (553)

Odtud snadno dostaneme efektivni akci (generujici funkcional vlastnich vertexi) ve tvaru
. 1 I _ I I
Culgal = Wald) +1 [ dt(I(0pa(®) = 5 [ 4t Ga@GE' (0)ga). (554
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Vsimnéme si, Ze operatorové jadro Gg(t, t') je inverzi operdtoru
-1
Gyl =-07 +Q? (555)

na funkcich d 4+ 1 proménnych, majicich Fouriertv obraz vzhledem k proménné t. Mame tedy

wlda] = / At (e (£)(—02 + O2)bar (8) / (D padrber + a2 er), (556)

kde jsme provedli integraci per partes a predpokladali dostateéné rychlé ubyvani ¢, pro
t — Z4oo umoznujici anulovat povrchové cleny. Efektivni akce je tedy totozné s klasickou
euklidovskou akeci volného pole bez kvantovych korekci. Volné skalarni pole je tedy v tomto
smyslu klasickym systémem.

Predlimitni vyraz®’ na pravé strand (548) je generatorem tepelnych Greenovych funkei pti
B =T (srov. podkapitolu 1.11), tedy

s ' ' '
ZglJ] = exp (—%/0 drdr (J(1)Gg(T, 7 )J (T )>> . (557)

Specialné dvoubodova tepelnd Greenova funkce je rovna

ddp ellwn(T— T)+p(x x))
w2 + E(p)?

(Tt 0t ) = WGt = 5 % [ (55%)
—

Diskrétni sumu na pravé strané této formule lze vyséitat uzitim stejného postupu jako v
kapitole 1.11; jako vysledek obdrzime

., dtly Gi(pa(r—7 )+p-(x-x)) d _
(TT¢(T,X)¢(T,X)>=/(;1 dfle i i / dpd 1 coshEE(P)(T T)'
) pi+ E(p) 2m)? E(p)  efE® —1
(559)
Prvni ¢len predstavuje prispévek zdkladniho stavu, druhy je pak vysledek stfedovani pres
excitované stavy pri (inverzni) teploté S3.

Vytvotujici funkcional (550) ma tvar identicky s tvarem charakteristického funkciondlu
gaussovské miry du[®(x)] s nulovou stiedni hodnotou a kovarianénim operatorem C = (—82 +
0?)~1, definované na vhodném prostoru'®” trajektorii ®(z) = ®(¢,x) v prostoru polnich
konfiguraci.

Ukézali jsme tedy, Ze kvazimira (537), resp. jeji limita pro T' — oo, formdlné zapsana jako

N/2
_ : -1 . . . 3
o) = w7 j_l_IN/Qdqu@ﬂm, iT/N]

(560)

pro volné pole je rozititelnd do dobie definované gaussovské miry s kovarianci (—87 + Q?) !
jak napovidalo jeji naivni vyjadieni

du[®(2)] = DB(z) exp(~Sx[@]) /N, (561)

9Prodlouzime-li zdroj J(t) i jadro Gr(t,t ) periodicky s periodou 8 = T.
100gpecifikace tohoto prostoru zévisi na konkrétnim tvaru kovarianéniho operatoru; aby mira byla o-aditivni
staci vzit Hilbertiv prostor, v némz je tento operator jaderny.
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pri¢emz naivni normalizac¢ni faktor je formélné roven

—0? + QQ> iz

- (562)

N:Det(

Neni obtiZzné se presvédcéit, Ze projekce této miry na prostor hodnot obecné trajektorie ®(t)
v zafixovaném euklidovské ¢ase ¢ = 7 (coz neni nic jiného nez prostor polnich konfiguraci) je
mira dug[®].

Uvazujme nyni interagujici pole s euklidovskou akei (527). Pomoci formuli (523,524) a zo-
pakovanim tvah, které v kvantové mechanice v ptipadé Wienerovy miry vedly k Feynmanové-
Kacové formuli, 1ze psat pro vytvorujici funkcional

Zpl) = JAIB@)] exp (— [ dLH[B(0), 1 + [ AT ()2(1)
s J du[®(@)]exp (— [ dtH [®(1), 1)) '

Tato formule je zdkladem kvantové-polni poruchové teorie, kterou se budeme podrobnéji za-
byvat v nasledujicich podkapitolach.

(563)

2.5 Kvantova teorie pole na mrizi

Zminme se jesté o druhém, neporuchovém zptsobu konstrukce funkcionalni miry pro kvan-
tovou teorii pole. V podkapitole 2 jsme zavedli kvantové mechanicky systém, regularizujici
spojitou teorii pole s nekoneéné mnoha stupni volnosti. Konstrukce spocivala v rozdéleni uva-
zovaného objemu V na N bunék a ndhradou polni konfigurace M-tici stfednich hodnot pole v
téchto bunkach. Pro urcitost predpokliddejme, Ze objem V je d-dimenzionalni hyperkrychle s
délkou hrany L, ktery rozdélime na M = N? hyperkrychli¢ek s délkou hrany a = L/N. Stiedy
bunék tvofi d-dimenziondlni miizku s mfizovou konstantou a, s miizovymi body asociujme
prislusné stfedni hodnoty pole v jednotlivych buiikdch. Stupné volnosti regularizované teorie
budou tedy indexovidny polohami miiZzovych bodd x = aejnj , kde n; € Z jsou celociselné
soufadnice a e; jsou jednotkové soufadnicové vektory ve sméru jednotlivych os. Pro urci-
tost uvazujme ralné skalarni pole ®(x). Aproximujme prostorové derivace polni konfigurace
predpisem

V®(x) = o Y ®(x + ae;) — B(x)). (564)

Hamiltonian regularizované teorie pisme ve tvaru
H = adZ’H(@(x),Vj@(x),w(x)) (565)
X

V dalsim nés bude zajimat vyjadieni vytvorujiciho funkciondlu pro euklidovské Greenovy
funkce regularizované teorie pomoci funkciondlniho integralu. Budeme vychazet z definice
drahového integralu na fazovém prostoru.

S uzitim obecnych formuli mame pro vytvorujici funkcional euklidovskych Greenovych
funkeci regularizované teorie nasledujici vyraz:

217 (x,m)] = lim ;mlzm4
f,i—7L00 Nr—0
d )d a?
< [ H R TIITOS TE (- sm,0, ), (560
x -
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kde

N
—SrEeg[W, o, J] = iadz ZT(‘ (x, 1) (®(x,75) — ®(x,75-1))
-1 x
N,
Z > (H(w(x,75), ®(x,7j—1), VO(x, 7j_1) + T (x,7j-1) (%, 7j_1)), (567)

7 = T; + je, € = (Iy — 1;)/N; a kde jsme preskélovali zdroj J = a?J. Pro teorii s hamil-
tonidnem kvadratickym vzhledem ke sdruzenym impulstim Ize podobné jako v pripadé volné
¢astice v podkapitole 1.1. pfes sdruZené impulsy vyintegrovat a obdrzet tak 01

Nr—1
Z[J(x,7)]= lim lim Z[0 /H [I d®(x,7)exp (—SE7[@(x,75), J]),  (568)

Tfﬂ-%iooN,—%oo X el

kde S}Y[®(x,7}),J] zavisi na hodnotich pole ®(x,7;) a na diskrétnich aproximacich jeho
derivaci

Vi®(x,7;) =a ((X-{-an,T]) O (x,75)) (569)
0, P(x,7j) =€ ((X,Tj+1)—(I)(X,Tj)) (570)

Protoze nas bude zajimat limita Ty ; — +00 a souCasné “termodynamickd” limita V' — oo,
vezmeme Tj; — +£L/2 a sjednotime oba limitni procesy pozadavkem L — oo. Podobné
definice drahového integralu obsahuje limitni proces ¢ — 0, kde € je délka elementarnich
intervalt, na které délime casovy interval Ty — T; = L. Tuto limitu lze provést soucasné s
prechodem a — 0 od regularizovaného kvantové mechanického systému ke spojité teorii pole

polozenim 192 € = a. Piedlimitni vyraz ma tedy tvar

2196 ey = 2101, [ T] 400 exp (=S[00, 8,000, S (5T

kde z = (x,7) = anye,, celociselné souradnice n, € (—=N/2,N/2), e, jsou jednotkové vektory
ve sméru soutadnicovych os, 4 nyni nabyv4 hodnot 1,2,...,d,d + 1 a diskrétni derivace jsou
uréeny formulemi (569) s 0r = Jy4+1 a € = a.

Posledni predlimitni formule definuje (euklidovskou) kvantovou teorii pole na hyperku-
bické d + 1-dimenzionalni miizi. Tak jak je zformulovand odpovida klasickému statisticko-
mechanickému systému, Z[J],¢, neni nic jiného nez klasickd parti¢ni suma. Vyhodou této
analogie je moZnost aplikovat na vyraz (571) metody typické pro tuto oblast (klastrové a
vysokoteplotni rozvoje a.p.), pfi¢emz spojita limita a — 0 odpovida kritickému bodu ekviva-
lentniho statistického systému. Blize viz napt. [6] a [9].

Ptechod ke spojité limité zdaleka neni trividlni. Naivni limita ¢ — 0 vede obecné na
divergentni vyrazy, podobné jako formalni sejmuti ultrafialového obiezani v poruchové teorii.
Miizova regularizace predstavuje altenativni neporuchovou verzi takovéhoto UV obiezani,
nebot ignoruje detaily kompletni spojité teorie na malych vzdalenostech. Z tohoto divodu

101y dalgim vynechévame normalizagni faktor miry D®, nebot se kréti s podobnym faktorem ve jmenovateli.

102poznamenejme, zatimco limita € — 0,a # 0 nevede v principidlnim problémim (jde o vypoéet drahového
integralu pro systém s koneéné mnoha stupni volnosti), limita a — 0 je netrividlni, nebot pfedstavuje pfechod
k nekone¢né mnoha stupnim volnosti se vSemi obtizemi naznacenymi v predchozi kapitole. Totéz plati o limité
e=a—0.
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je tfeba vhodné “naladit” hodnoty konstant v lagrangianu regularizované teorie, tak, aby
jejich zévislost na a vedla ve spojité limité ke koneénym vysledktim. Tyto zavislosti se obdrzi
zafixovanim nékolika méalo renormaliza¢nich podminek na Greenovy funkce. Ukazme podstatu
tohoto postupu na néasledujicim jednoduchém prikladu.

Uvazujme teorii redlného skaldrniho pole na mtizi s kvadratickou euklidovskou akci, zavi-

sejicich pouze na prvnich derivacich. Nejobecnéjsi tvar piislusné miizové akce je 193
Sp[®] = Z¢(—2HZ<I)(x+aeu)(I)(:r) —I—Z@(m)z), (572)
T, T

kde se s¢ité pres miizové body. Parametr k je tzv. hopping parametr, ktery je zodpovédny za
interakci'®* pole v riiznjch bodech a zajistuje netrividlnost korelacnich funkei. Jak uvidime
v dalsim, bude nutné pravé tento parametr spravné “naladit” pro limitni pfechod ke spojité
teorii. Regularizovany vytvorujici funkciondl je dan gaussovkym integralem; zapiSeme-li akci

se zdrojem ve tvaru

Sul®, 7] = 5 0 B(a) Moy B(y) + Y T()(a), (573)
T,y T
je roven
Zyegld] = exp (% > J(x)M%;J(y)> . (574)
€,y

Inverzi matice M, , lze snadno provést v impulsové reprezentaci. V termodynamické limité
L — 00, lze psat

(d+1)/2 rn/a . .
d(z) = ( a4 ) / A gD (k)e F2, (575)

% —7/a

V&imnéme si ultrafialového obfezani v impulsové reprezentaci, odpovidajici integraci pies
prvni Brillouinovu zénu hyperkubické miize. V terminech proménnych ® mé mfizova akce
tvar

—7/a

Su[®] = Zo / T G b (k) B(—k) (L — 20 S cos k), (576)
o

coz s vyuzitim vztahu (575) dava

Spl@ = Zs 3 (%)dﬂ () ®(y) / Qg (1 9 Y coshya). (577)
i

—7/a

Inverze matice M, ,, kterd odpovidd dvoubodové Greenové funkci tedy je

1 a \ ¢t pr/a olk(z—y)
O(2)d(y)) = M. = —7-1 (—) / 441 . 578
Promald a — 0
1-— 2%2 coskya =1 —2(d + 1)k + ka’k* + O(a*), a — 0, (579)

I

1033 0leénou multiplikativni konstantu Zs lze eliminovat redefinici pole ®(z). V nésledujicim ji ponechévéme
z dtivodi, které bodou ziejmé pozdéji.
104v7e statistické fyzice se ¢asto provadi rozvoj pravé v hopping parametru.
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tedy priblizna poloha pdlu dvoubodové funkce v impulsové reprezentaci je

2d+1)k—1
2 _ 2
a reziduum v pélu mé hodnotu
ad—l 3
o= Zgt. (581)

Poloha pélu souvisi s hmotou ¢astic, kreovanych z vakua operatory ®(z), jednotkové reziduum
zarucuje splnéni kanonickych komutacnich relaci. Je tedy pfirozené pozadovat, aby fyzikalni
obsah regularizované teorie, t.j. poloha pdlu a reziduum fyzikalniho pole v tomto pélu nezavisel

v limité @ — 0 na a. Toho lze dosdhnout volbou 10°
ad—l
=1, tj. Zp = — 582
Zd , U] ] %% ( )
a zafixovanim polohy pdlu relaci
2d+ 1)k —1
% = —m?, (583)

Ka?

kde m je fyzikdlni hmota, nezavisld na a. Posledni vztahy definuji zévislost “holych” vaz-
bovych konstant regularizovaného lagrangidnu na miizkové konstanté a (t.j. na parametru
ultrafialového obfezani), v parametrickém prostoru Zg, x tak dostaneme “linie konstantni fy-
ziky” (ty se v realistickych m#iZzovych vypoctech obvykle zkoumaji “experimentdlné” pomoci
numerickych simulaci). Vyse popsand procedura je nejjednodussim piikladem renormalizacéni
procedury, uzivané v kvantové teorii pole. Zajistuje existenci netrividlni spojité limity

da+1E eik~(a:7y)
(2m)dtl |2 4 2

(@(0)2(y) = Mz~ [ (584)
coz neni nic jiného nez euklidovskd dvoubodové funkce volného redlného skalarniho pole.
Piechodem k pieskalovanému zdroji J = %17 mame pro vytvofujici funkciondl spojité
teorie

217) = e (5 [ 4 ad 1y (@) (@0 (@)2(@) T () (585)

Vsimnéme si, ze limitnim pfechodem a — 0 byla restaurovana symetrie O(d + 1), naruSena
prechodem k regularizovanému systému.

Poznamenejme, ze v nasem prikladu jsme z ilustra¢nich divodu zavedli nutnost renorma-
liza¢ni procedury ponékud uméle. Skutecné, fesime-li renormaliza¢ni podminky vzhledem ke
x a dosadime vysledek zpétné do regularizované akce, obdrzime

L a1 Oz +e) —2@)\° | 1 44 2 2
Sg[®] = ¢ ; " + ¢ Zm d(x)*, (586)
n T
tedy miizovou regularizaci euklidovské akce redlného skaladrniho pole s hmotou m.
V pfipadé interagujiciho pole, t.j. obsahuje-li regularizovana akce ¢len Y, V(®(z)) s ne-
kvadratickou funkci V', je renormalizace nezbytna.

105 Fkvivalentné lze poloZit ve vychozim vztahu pro regularizovanou akci Z¢ =1 a v poslednim kroku pfejit
ke Greenovym funkcim renormalizovaného pole ®r(z) = zgl/z(az)@(w).
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2.6 Schrodingerova reprezentace pro fermiony a fermionovy funkcionalni
integral

V této podkapitole zobecnime konstrukci Berezinova integridlu na piipad nekoneé¢né mnoha
fermionovych stupii volnosti. Postup bude v mnohém analogicky bosonovému piipadu, proto
a podrobnéji se zaméfime spise na rozdilné rysy obou typi systémi.

Uvazujme fermionové pole 1, (x) (kde « je spinorovy index - v dal$im budeme ¢asto tento
index vynechavat a chapat 1 (x) jako sloupec s prvky 4, (x), podobné 1™ (x) bude fadka s
elementy 11 (x)) splitujici standardni d-dimenzionalni fermionové antikomutacéni relace

{0d (%), 45(3)} = 0apd D (x — ), {$a(x), 95} = {3 (%), 97 (v)} = 0. (587)

Jak jsme jiz ukédzali v pripadé kone¢né mnoha stupnt volnosti, lze antikomutacni relace tohoto
typu reprezentovat pomoci operatorti nasobeni a derivace na vhodné Grassmannové algebie. V
pripadé nekone¢né mnoha stupnd volnosti lze tuto algebru ztotoZnit s prostorem funkcionald
antikomutujicich generatora ¥, (x),

{Wa(x), ¥s(y)} = 0. (588)

Vyslednd Grassmannova algebra je pak nekoneéné dimenzionalni a jeji elementy (funkciondly)
F[¥,(x)] maji obecny tvar

Flly(x)] =3 / Ay . Y% Py o (X1, %) Wy (1) U (x5). (589)
=0

Na rozdil od bosonového pole je reprezentace kanonickych antikomutacnich relaci (587) na
prostoru funkciondli (589) zatizena dodate¢nou nejednoznacnosti. Je totiz tieba identifiko-
vat, které operdtory budeme povazovat za krea¢ni (resp. za operatory souradnice - a ty pak
budeme reprezentovat pomoci operatoru nasobeni grassmannovskym generatorem) a které za
anihila¢ni (resp. za sdruzené impulsy, jenZ se reprezentuji operatorem (funkcionélniho) deri-
vovani podle grassmannovské proménné). Zatimco v piipadé kone¢ného poc¢tu fermionovych
stupfiil volnosti tato nejednoznacnost nehréla roli, nebot vedla na unitdrné ekvivalentni re-
prezentace kanonickych antikomutacénich relaci, v piipadé teorie pole lze takto ziskat unitdrné
neekvivalentni reprezentace.
Ilustrujme to na pripadu volné teorie s hamiltonianem

1 = [ dlxp* hp(x) = (5o, (590)

(kde h je jednocasticovy hamiltonidn, napt. —V?/(2m) pro nerelativistické fermiony nebo
—ia - V + @m pro Diracovy fermiony - srov. s odpovidajici teorii bosonového pole); zde
vySe zminénd nejednoznacnost odpovidd moznym vybérim fockovského vakua, resp. zaplnéni
Diracova mote. Necht je pro jednoduchost hamiltonian A diagonalni v impulsové reprezentaci
a u(p, o) jsou odpovidajici vlastni funkce h, t.j.

hu(p, a)eip'x = E(p)u(p, a)eip'x. (591)

s normalizaci
ut(p,0)u(p,0’) = 2E(p)dyo, (592)
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kde o je souhrn vlastnich hodnot dodateénych jednocasticovych operatort, komutujicich s
h (napf. komponenty spinu) takovych, Ze dvojici (po) odpovida pravé jeden vlastni stav.
Oznacme jesté

Upo (x) = u(p,o)eP>, (593)

7Z fyzikdlniho hlediska je dostatend obecné nasledujici volba reprezentace operatori ¢, 1+
(srov. podkapitolu 1.12)

600 = [ % (o) ({15 W (F(0)) + (s (F(0)) ) )
(594)
w00 = [dp 2 (g 00 (e (E(R) + fifs s (F®)) )
(595)

kde dp = d%p/((27)92E(p)), M je vybran podmnozina spektra S operaroru h a yas znali
charakteristickou funkci mnoziny M. Pro operator H dostividme v této reprezentaci

= v Xt ug) (o (B0 () i ) 9

+ X5 (B(P)) -1 (B(@) (55, 0 i) )

(596)
Definujeme-li ortogonalni projektor 115, formuli
ar(x,y) = [ dp 3 s (B(P) s ()15, (3)
ag
a analogicky projektor IIg_,;, lze H zapsat v kompaktnim tvaru
d ]
H ="Trlljh — Trall W — + Trhllg_ U —. 597
rllag rhllyg R + Iralls_p 50 (597)
Odtud snadno najdeme vlnové funkcionaly odpovidajici vlastnim stavim operatoru H. Spe-
cidlnim vlastnim stavem je Fockovo vakuum s vlnovym funkciondlem F,..[V] = (¥|0) = 1,

kterému odpovida energie E,q. = Trll s h. To lze interpretovat jako zobecnéné Diracovo moie,
se zaplnénymi vSemi jednocasticovymi stavy, jejichz energie lezi v zafixované podmnoziné M
spektra jednoc¢asticového hamiltonidnu h.

Dalsi vlastni stavy |p101 ... Pron; d1P1 - - - AmpPm) maji vinové funkciondly

Fplal...pnan;qlpl...qmpm [‘Il] = (‘II‘PIUI PO A1PL - - - AmfPm)
= (u‘glal\l/) . (u;nan‘llﬂufql_pllll) . (ufqm_pm )

(598)
a odpovidaji n “Casticim” s impulsy p;, spiny o; a energiemi E(p;) € S — M a m “déram” s
impulsy —qj, spiny —p;, pro néz E(q;) € M. Energie takovéhoto stavu je pak
n m
Ep10’1...pn0'm;qlp1...qmpm = Z E(pj) - Z E(q]) + EUCLC' (599)
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Stavy Fpioy...pnom,qipiampem Y] 12€ ziskat z Fockova vakua pomoci kreacnich operatori “cas-
tic” a “dér”:

B p.0) = (s s (E(p). (600

H(a0) = (utq  Wx(E(@) (601)
Anihilaéni operatory

Wpo) = (sgupohxs a(E () (602)

da,0) = (souq ohxa(Bl@) (603)

anihiluji Fockovo vakuum, b(p, 0)|0) = d(p,)|0) = 0 a plati nasledujici kanonické antikomu-
tacni relace

{b(p,0),b" (p,0")} = (20)"2E(p)d" (p — P')d0o,

{d(p.0),d" (p,0")} = (2m)"2E(p)d') (p — P')doo, (604)
(v8echny ostatni antikomutatory jsou nulové). Tyto relace definuji skaldrni sou¢in na Fockové
prostoru, ktery je uzivérem linedrniho obalu stavi |p1oy ... Pron, q1P1 - - - QmpPm). Vzhledem

k tomuto skaldrnimu soucinu jsou krea¢ni a anihila¢ni operatory (podle definice) navzajem
hermitovsky sdruzené a v dusledku toho na Fockové prostoru plati relace

(N@Y =)

Pomoci krea¢nich a anihila¢nich operatorti zapiSeme operatory 1 a ¢™ ve tvaru

Yx) = /HPZ (U(Paa)b(p,a)eip'x+u(—p, —o)d+(p,a)e—iP'X)
U (605)
v = [ap Y (5 (0.0 (p.0) Pt (-p, 0)d(p,0)e )
U (606)

Dvé takové reprezentace kanonickych antikomutacénich relaci odpovidajici vybéru podmnozin
M; a My nemusi byt obecné unitarné ekvivalentni. To nastane napft. tehdy, obsahuje-li mno-
zina M; — My nekonecény pocet stavi. Stavy z M; — Mo jsou totiz v teorii 2 interpretovany
jako castice a tedy Fockovo vakuum odpovidajici teorii 1 je zaplnéno nekoneénym poctem
téchto ¢astic a nepatii tedy do Fockova prostoru'%® teorie 2.

Pro hamiltonidn H odvodime

H = [dp3 B®) (5 (p.0)b(p.0) + d(p.0)d" (b, o)

= [ a3 E®) (5 (p.0)b(p.0) — d*(p,0)d(P.0)) + Fuue (607)

106 pipometime, 7e Focktiv prostor vznikne ziplnénim linedrniho obalu stavt s koneénym poctem Eéstic.
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V konkrétnich fyzikalnich situacich se voli podmnozina M riizné. Napf. pro nerelativisticky
fermionovy plyn, kdy E(p) = p%/(2m) > 0, je M mnozina energetickych hladin £ < E, kde
Er je Fermiho energie a Fockovo vakuum pak odpovida zaplnéni vSech jenocasticovych stavi
aZ po Fermiho mez. Operatory b™ (p, o) kreuji ¢astice s energii E(p) > Ep, operatory d* (p, o)
kreuji diry, t.j. anihiluji ¢astice s energii E(p) < Ep. Pokud se zachovava celkovy pocet ¢éstic,
t.j. omezime-li se na podprostor Fockova prostoru s ostrou hodnotou operdtoru poétu ¢astic
N = [dpY, (b"(p,0)b(p,0) + d(p,0)dt (p,0)), Castice i diry se kreuji v parech!?7 a celkové
energie kazdého paru je positivni. Fockovo vakuum je tedy zakladnim stavemn systému pevného
poc¢tu neinteragujicich fermiont.

V relativistickém piipadé (napf. pro Diracovy fermiony) je E(p) = £v/p?+m? a M je
mnozina vSech jednocasticovych stavi s E(p) < 0. Fockovo vakuum |0) odpovidd potom
zaplnénému Diracovu mofi, diry kreované pomoci operdtorii d*(p, o) maji positivni energii a
interpretuji se jako anti¢astice k ¢asticim, které se kreuji operétory b (p, o). V tomto smyslu
je tedy Diracovo mote zdkladnim stavem bez ¢4stic a anticastic.

Podobné jako v koneéné dimenzionalnim pripadé lze i pro fermionova pole zkonstruo-
vat grassmannovské rozsiteni Hilbetrova prostoru stavi, umoznujici nalézt zobecnéné vlastni
stavy |¥) a (¥| operatoru'®® ¥(x) odpovidajicimu nisobeni vinového funkcionalu grassman-
novskym generdtorem W(x). Ne vSechny koneéné dimenzionalni formule vSak maji odpovida-
jici jednoduchy nekonecéné dimenziondlni protéjsek.

Ve Fockové prostoru, ktery byl zkonstruovan v prvni ¢asti této podkapitoly, mame pro
operator \il(x) néasledujici vyjadieni pomoci krea¢nich operdtort

(x) = / dp Y (u(p,0)b" (p,0)eP™ + u(—p, —0)d" (p, 0)e P (608)
hermitovsky sdruzeny operator (ktery odpovida operatoru §/0¥) je pak
@+(X) = /ap Z <u+ (p7 U)b(pa U)eiip.x + u+(_p7 _U)d(p7 O_)eip-X> . (609)

Explicitni tvar zobecnéného bra-vektoru (W[, spliiujictho rovnici pro vlastni hodnoty operéa-
tortt ¥(x) ve tvaru (¥|¥(x) = (¥|¥(x), lze snadno ziskat pfimocarym zobecnénim piislusné
konetné dimenzionalni formule (g| = (0] exp(—i3_; ¢;P;) (pfipomeiime, Ze P; = iQ;‘;
také (347)):

Srov.

(T| = (0] exp ((-ximm) : (610)

Podobné jednoduché zobecnén{ konetné dimenziondlni formule |g) = [];(Q; — ¢;)|0) (srov.
(346)) pro ket vektor |¥) vSak neni mozné.

Zcela analogicky lze setrojit zobecnéné vlastni stavy |[UF) a (U] operatori ¥t(x) =
d/0¥(x). Ket vektory |\Tl+> jsou podobné jako v koneénédimenzionalnim pripadg, kde pro
vlastni vektory operatot P; mame |p) = N exp(i > pjQ;10), ddny vztahem

U) = Nexp (—(TH)) [0), (611)

197Tzn. v uvedeném podprostoru lezi pouze stavy Fp,oy...pnon.Qipr...Qnpn [P] S€ stejnym poctem n &éstic a
dér .

1087 de jsou mozn4, ponékud nevhodné pouzity stejné symboly Ut a U jak pro operatory na Fockové prostoru
(ve vyrazu (0]exp (—(\IJ+K)) exp ((J\If)) |0}), tak i pro grassmannovské proménné. V dalsim budeme, pokud
vyznam nebude patrny z kontextu, rozliSovat tyto objekty pomoci symbolu stiisky.
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kde N je vhodny normovaci faktor; tyto ket-vektory definuji analogii P-reprezentace, kterou
jsme zavedli v kone¢né dimenzich. Formule pro bra vektor (p| vSak neméa piimocaré zobecnéni.
Vlnové funkcionaly F[U] lze pak formalné chapat jako skalarni soucin

F[U] = (U|F). (612)

Specidlné oznacme

AU U] = (U D), (613)

coz je nekoneéné dimenzionalni analogie grassmannovské é-funkce!%?.

Sdruzeny funkciondl k funciondlu F[¥] tvaru (589) reprezentujicimu stav |F') z Fockova
prostoru, t.j. formalni skalarni souc¢in F*[¥] = (F|¥), lze pak formalné ziskat nasledujici
operaci

F*0] = —1ﬂ/dd odixcEE X A0, U] 14
W= 2 () [ e Al Con ) Ty G ey 0 (01

Ta je vhodnym nekonecéné dimenziondlnim zobecnénim vztaht

(gliv...in) = dir-- 4,
<Z.1 e Zn|q> = (_1)N7n6i1...ink1...kN,nqlﬂ e, qu,ny (6]—5)
platnych pro pfipad N paru fermionovych operatora (srov. podkapitolu 1.12).

Analogicky jako v kone¢nomérném piipadé bychom chtéli skalarni soudin stava F[U] a
G[¥] z Fockova prostoru formalné reprezentovat fermionovym funkciondlnim integrilem

(F|G) = / F*[U]DU (x)G[W]. (616)

Podobné by bylo pfirozené reprezentovat funkciondlni d-funkci integralnim vyrazem zobecnhu-
jicim odpovidajici koneénédimenzionalni formuli ve tvaru''®

AT, ] = /exp (~(u* (7~ 9))) DU (x), (617)

(zde U je grassmannovskd integracni proménnd nezavisld na ¥ v piedchozi formuli). Postu-
lujme proto tyto dva pozadavky spolu s definici sdruzeného funkcionélu (614) a pokusme se,
podobné jako v bosonovém piipadé, nalézt disledky korespondence mezi takto vymezenym
fermionovym funkciondlnim integralem a fermionovym Fockovym prostorem.

109Pfipometime, 7e v koneéné dimenziondlnim p¥ipadé mame formuli
! !
Alg ,ql = [[(a5 — ),
J

ktera nepripousti pfimocaré zobecnéni.
10K onetnorozmérnym piedobrazem tohoto vztahu je formule

N
Alg ,q) = (~)NWHD2 /deexp <_ij(q} - qj)> .
j=1

N(N+1)/2

Znaménkovy faktor (—1) je ve formuli (617) formalné vtazen do miry DU,
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Ve Fockové prostoru jsou stavy |F) linernim obalem stavii ¥, (x1) ... g, (x,)]0), jejichz
vlnové funkciondly jsou

Fa1X1---aan [‘Il] = ‘Ilal (Xl) s ‘Ilan (Xn) (618)

Podobné jako v bosonovém pripadé staci tedy definovat fermionovy funkcionalni integral typu

[ Pt DGy, .y, [0 (619)

resp., s pouzitim vztaht (617) a (614), “dvojny” fermionovy integral
/ DUt (x) DU (x) exp ((qﬂrq;)) UL (%) UL () Wp, (1) - Ug,, (Ym)- (620)

Uvazime-li, ze plati
57’1/
0Jo, (x1) - .. 0Jq, (Xn)

Foxianx, [¥] = F[J][s=0, (621)

kde J je grassmannovsky zdroj a
FIJ) = exp (J0)) = (] exp ({J)) [0), (622)

a podobné podle (614) (zde K je grassmannovsky zdroj)
57’1

Falxl...anxn [\IJ] = (5Ka1 (Xl) - -5Kan (Xn)G[K”K:O’ (623)
kde
> 1
GIK] = Y — / dlx; .. A%, Ko, (x1) . Ko (%0) Fr o (0]
n=0 """
o
(—1)"/ d d 0 0
= S A0,
nZ::O - d%; ... d%, K, (x1) K‘“"(X”)é‘lfan(xn) e [0, ¥
5
exp (3K ) Al0.W] = A, ¥ - K]
= A[K, 0] = (0]exp (— (U1 K)) |9), (624)
vidime, Ze integraly (619, 620) lze formalné ziskat z vytvarejiciho fukciondlu
ZIK,J] = / GIK|DU (x)F[J] = / ALK, WD (x) exp ((JT))
_ / DU (x) DU (x) exp ({TFT)) exp (—(FK) + (J1)) (625)

odkud plynou vSechny integraly (619) levym funkciondlnim derivovanim podle antikomutu-
jicich zdroji J a K. Porovnanim s piimym vypoctem v terminech kreac¢nich a anihilac¢nich

operatori
Z[K,J) = (GIK]|FLJ]) = (0]exp (—(F*K)) exp ((J8)) |0)
= exp (< [(UHK), (JD)])
= exp ((JK)) (626)
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obdrzime formuli, kterou lze chapat jako definici fermionového funkcionalniho integralu
ZIK,J] = /A[K,@]w(x)exp(u@)

_ / DU (x)D (x) exp (T0) ) exp (—(TK) + (JT))
= exp((JK)). (627)

To odpovidé nekonecéné dimenziondlnimu zobecnéni formule pro gaussovsky fermionovy in-
tegral s jednotkovym operatorem definujicim kvadratickou formu v exponencidle integrandu.
Vsimnéme si, Ze tyto formule nejsou ve sporu s integralni reprezentaci fermionové J-funkce
(617).

Diky korespondenci s fermionovym Fockovym prostorem umime tedy, alespon v principu,
integrovat funkciondly antikomutujicich proménnych U+ a ¥ ve tvaru F[¥T, U] exp((THT)),
kde

\If+ U] = Z /ddxl xnddyl .. ddeFal...anﬁl...ﬁm (x1,-.. ,ym)\ll;;l (x1) ... Vg, (Ym)-

n,m=0
(628)
Odvodme jesté, v analogii s bosonovym piipadem, vhodné algebraické metody vypoctu
gaussovskych fermionovych funkciondlnich integralt, zalozené na operaci norméalniho uspora-
déani fermionovych operatorta. Piseme-li

/ DU (x)DU(x) exp ((TH0)) exp (—(TFK) + (JB)) = (0] exp (—(T*K) ) exp ((J)) |0),
(629)
dostaneme vztah, ktery je jinym zdpisem formuli (626) a (627) a ktery ma tvar

/ DU (x) DY (x) exp((TH ) F[H, W] = (0|F[FT, ¥])0). (630)

Na pravé strané této formule je vakuova st¥edni hodnota operatorového funkcionalu F[¥, U]
a operatory Ut a W jsou dany formulemi (608, 609). Operator F[¥+, ¥] vznikne z odpovidaji-
ciho funkciondlu grassmannovskych proménnych ndhradou téchto proménnych za operatory a
naslednym antinormalnim uspofadanim ( t.j. vSechny krea¢ni operatory se pfesunou napravo
od anihila¢nich, pfi¢emz se povazuji za antikomutujici). Naopak kazdému operatoru lze pii-
fadit funkciondl ¥ a U*, upravime-li ho nejprve pomoci kanonickych antikomuta¢nich relaci
na tvar s anihila¢nimi operatory nalevo od kreacnich. V tomto smyslu je tedy jednoznacna
korespondence mezi funkcionaly antikomutujicich generatort a operatory na Fockové prostoru
stavi.

Pravou stranu (630) lze podobné jako v bosonovém piipadé snadno spocitat pro normalné
uspofddané operédtory (t.j. naopak s krea¢nimi operatory nalevo od anihila¢nich): Plati totiz

(0 : F[I*,¥] - |0) = (0]F[0,0]]0). (631)

Diky vyse uvedené korespondenci lze zcela analogicky jako v bosonovém piipadé rozsitit pojem
normalniho uspoiddéani i pro funkciondly antikomutujicich proménnych ¥ a U™ tak, aby

/D\Iﬁmx exp ((TF0)) : F[UF, 9] := F0,0] (632)
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Vytvorujicim funkciondlem pro normaélni usporddani operatorovych monomu tvaru
\ilgl (xl)\il&: (x2) .- Up,(y1) - - ¥g, (ym)
je normdlné uspoiddand operdtorova exponenciila s antikomutujicimi zdroji, pro niz mame:
exp ((@“'K)) exp ((J\il)) = exp <(J\il)) exp <(@+K>)
= exp (<¢J+K>) exp ((J\T/)) exp ([(J\io, <®+K>])
= exp ((I1K)) exp (JI)) exp ((JK)), (633)

zde jsme vyuzili definici normalniho usporadani a kanonické antikomutaéni relace. Proto de-
finujme pro funkciondly grassmannovskych generatori normalni uspotradani formuli

toxp ((JO) + (THK)) : = exp ((JO) + (THK) + (JK)) (634)
— exp (‘%%&%ﬁ) exp ((J0) + (T7K)) . (635)

Pro libovolny funkcional odtud mame
: F[UT W] := exp <_<%5\1/L+>) F[Ut v, (636)

Zcela analogicky jako v bosonovém ptipadé se odvodi ze vztahu pro souéin normalné uspora-
danych exponencidl

exp ((J) + (UFK)) iz exp ((J'E) + (THK)) :
= cexp ({(J + J)8) + (UF(K + K"))) : exp (—(J'K) — (JK))

formule

(q\i) vexp ((JU) + (TFK)) -

_. (;) exp ((J0) + (TFK)) : — (Ij) cexp ((J0) + (U7K)) -
_. (;) exp ((J0) +(WHK)) : + (1&?) exp ((J0) +(T7K)) -,

resp. pro obecny funkcional F[¥T, U]

: (q\i) F[Ut 0] = (\I‘i) D F[OT, 0] - (:&?) FIUT 9] :. (637)

Odtud plyne (takika doslovnym zopakovanim postupu pouzitého pro ditkaz obdobného tvr-
zeni pro bosony) relace pro normalni uspofadani “gaussovské” exponenciily

: exp <<\I/+A\I/)) :=expTrin(l — A)exp <<\I/+(1 - A)_IA\I/)) (638)
a inverzni vztah

exp ((UFAW)) = exp Trin(1 + A) : exp ((UH(1 + )71 AD)) :. (639)
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Nyni snadno dostaneme formuli pro femionovy gaussovsky integral (srov. bosonovy piipad)
/mﬁmf exp ((UHW0)) exp (W AY) + (J¥) + (T K))
= expTrin(l + A) /mﬁmf exp ((UHw))
xexp (—(JATLK)) s exp (U + AT (1 + A) AW + A7IK))) -
= expTrin(l + A)exp (—(J(1+ 4)7'K)). (640)

Dalsim dusledkem relace (637 ) a vatahu pro integraci normalné usporadanych funkcionala
(631) je formule pro “integraci per partes”, kterd ma tvar (srov. odpovidajici bosonovou
formuli (493))

/D\IJ"'D\I/eXp ((wtw)) (?) F[UT, 0] = /D\IJ"'D\I/eXp ((vtw)) (\;) F[UT, 0.

(641)

Podobné jako v bosonovém piipadé lze na zakladé vztahu (630) a (640) zformulovat sadu

intuitivnich pravidel pro manipulaci s fermionovymi funkcionalnimi integraly. PiSeme-li v

(640) misto operatoru A operator A—1, a polozime-li Trln A = In Det A, dostaneme formalni
pravidlo pro gaussovskou integraci ve tvaru pouzivaném ve fyzikalni literatute:

/mﬁmf exp ((UHAW) + (J) + (U1 K)) = Det A exp (~(JAT'K)).

(642)
Vztah pro integraci per partes lze ve fyzikdlnim znaceni psat ve tvaru
0
/ DYDY ( o ) F[Ut, 0] =0 (643)
v

Viimnéme si déle, ze dosadime-li do formule (642) J(x) = YN, J.ff(x), K(x) =
ngzl K, fn(x), kde f, jsou vlastni funkce operdtoru A, t.j. Af, = a,fn, mizeme psét

N N N
/mﬁmf exp ((WA@) > i) + Z(\If+fn)Kn> = Det A exp (— > JnaiKn) :
n=1 n

n=1 n=1
(644)
Na pravou stranu lze nahlizet jako na vytvoiujici funkcional gaussovskych fermionovych in-
tegrali z “cylindrickych funkcionala” ', z4visejicich pouze na prvnich N grassmannovskych
soufadnicich v, = (f,F¥), 7 = (UT f,) rozvoje antikomutujicich generdtord U+, ¥ do baze
fn- Na druhé strané plati

|
exp (— Z Jn—Kn>
n=1 n

N 1 N N N N
SR o B TR D SZORRD SPRORD T |
n=1 """ p=1 n=1 n=1 n=1
(645)

117 de si vyptijéujeme terminologii z pfedchozich podkapitol vénovanjch bosonovym gaussovskym mirm.
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kde v poslednim rfadku jsme vyuzili znamy vztah pro konecnérozmérny Berezintiv gaussovsky
integral pies nezivislé antikomutujici proménné ;" a 1,,. Gaussovskou fermionovou funkcio-

nalni miru lze tedy chapat podobné jako v piipadé bosonové miry jakozto limitu “konec¢né-

rozmérnych projekei” 2

N N
DU DT exp ((xIﬁA\If)) = lim (=)™ ] dupf dep exp (Z w;an¢n> (646)
— n=1 n=1

Dosadime-li ddle do integrandu formule (642) ¥ — LU, U — U+t R, mame

/ DYDY exp (U RALW) + (JLW) + (U7 RK))
= Det RDet LDet A exp (—(JAT'K))

= Det RDet L / DYDY exp ((WFAY) + (J¥) + (TFK)) (647)

Tento vysledek lze formélné interpretovat jako nasledujici vlastnost fermionové funkcionalni
“miry” pfi linedrnich transformacich

D(TTR)D(LY) = (Det RDet L) ' DU DY, (648)

Poznamenejme, Ze na rozdil od bosonového pripadu stoji na pravé strané této formule na-
misto jakobidnu inverzni jakobidn. Podobné odvodime transformacni vlastnosti vzhlededm
translacim. Plati

/mﬁmf exp (((WF + @F)A(Y + @) + (J(¥ + @) + (¥ + 7)K))
_ /mﬁmf exp ((TFA) + (7 + 2TAT) + (T (K + AD)))
xexp ((@FA®) + (J@) + (27K))
= Det A exp (-(JA—lK)) : (649)

tedy formalné
DUt 4+ @7)D(¥ + @) = DI TDV. (650)

Uvedine jesté jednu moznou reprezentaci gaussovského fermionového integralu, plynouci z
pfedchozich formuli a korespondence mezi fermionovym integralem a vakuovou stfedni hod-
notou operatori na Fockové prostoru, kterou lze také chipat jako jinou formu definice (630)

DetS/D\I/+D\I/exp((‘II+S_1\I/))F[‘II+,\Il] — (0| F[+8Y2, 51/21|0) = (0| F[T, Us][0).
(651)
Zde operatory \Ilg = UtS51/2 3 Ug = §1/2 spliwji antikomutaéni relace

{Ts(x), T (y)} = Skx,y), (652)

na jejichz pravé strané stoji maticovy element operdtoru S v x-reprezentaci.

12Viz poznamku 111.
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Jistou nevyhodou vyse popsaného Schrodingerova obrazu je fakt, Ze nejednoznacnost ve
vybéru reprezentace kanonickych komutacnich relaci bylo nutno fixovat jesté pired fesenim
funkcionalni rovnice pro vlastni stavy hamiltonianu H. Tato nejednoznacnost se tak promitla
do konkrétniho tvaru H v terminech operdtordt ¥ a 6/0V¥, zatimco funkciondlni zivislost
fockovského vakua Fyq.[¥] =1 v disledku toho nezéavisela na reprezentaci kanonickych anti-
komutacnich relaci.

Existuje vsak jesté jedna forma Schrodingerovy reprezentace pro fermionova pole, ktera
je blizsi bosonovému pfipadu [11]. V této reprezentaci se naopak nejednoznacnost prenasi do
tvaru vakuového funkcionalu, zatimco reprezentace kanonickych komuta¢nich relaci je zvolena
pevné.

Funkcionalnim prostorem tohoto alternativniho Schrédingerova obrazu je nekonecné di-
menzionalni Grassmannova algebra s nezavislymi antikomutujicimi generatory ¥, (x) a U7 (x),
vinové funkciondly maji tedy tvar (628). Na této algebfe lze reprezentovat operatory ), (x)
a 1} (x) relacemi

R W A

2
1 5
+ = (gt 4+ =
¥ - ( 4 N). (653)
Hamiltonian volné teorie ma tudiz tvar
H o= [ Gohp(x) = 6*hy)
1 5 5 56
_ = + e +_ 7 IRy
— 5 (R + (G h ) + (W ho) + (Goh)) (654)

Najdéme nyni feSeni bezcCasové Schrodingerovy rovnice pro vlastni stavy H. V analogii s
bosonovym pripadem hledejme funkcional zédkladniho stavu ve tvaru

Foae[ T, 9] = No exp (—(UHQw)), (655)

kde Nq je normalizacni faktor a © vhodny jednocasticovy operator. S vyuzitim néasledujicich
vztahi

(%hm) exp (—(THQU)) = (Trh + (THQAT)) exp (T QD)) (656)
(\Iﬁh(m%) exp (—(\Ifm\m) = —(TThQT) exp (—(\Ifm\m) (657)
<%h5@%>exp (~(utow)) = —(%hﬁ@)exp (—(urow))
= (—Tth - (xymm\m) exp (_@mm) (658)
dostaneme
HE, [UF, 0] = % (Trh(1 = Q) + (TH (1L + Qb1 = Q)W) Frge[¥F, 0], (659)

Nutnou a postacujici podminkou splnéni rovnice H Fyo.[¥] = EF,.[V] je tedy

(1+Q)h(1—Q) =0, (660)
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energie fockovského vakua je pak Fyu. = %Trh(l — Q) Predpoklddame-li navic [h,Q] = 0,
mame postacujici podminku Q2 = 1 a vlastni hodnoty operatoru € jsou %1, tzn.

Q=Tg_p — Iy, (661)

kde II; a IIg_ps = 1 —1II;; jsou jako prve projektory na podprostory odpovidajici podmnozi-
nam M a S — M spektra S operatoru h. Potom E,,. = Trhllys a Fye.[¥] odpovidd Diracovu
mofi podobné jako predchozim pfipadé. Funkcional (655) je anihilovan anihila¢nimi operéatory

Mp.) = o lls ar) = <= (g Hs ar(0 + 55) (662)
1

V2

kde up, jsou vlastni funkce (593) jednocasticového hamiltonidnu h. Plati totiz napf.

— (v + i)HMu,p,(,), (663)

d(p,a) = (@/)+HMU7pr>: S0

b(p, U)Fvac[\lj+7 \IJ] = u;)rgHSfM(\IJ )>NQ €xp ( <\IJ+Q\P>)

1 0
7§< oP+

nebot IIg p/(1 — Q) = 2IIg_ps1I = 0. Dalsi vlastni stavy obdrzime aplikaci monomt z
kreacnich operatort

J

5 (p.a) = (M- artipe) = (8" + 205 artpe) (664)
p0) = (ol = up (¥ + 20) (665)

na fockovské vakuum (655). Stavy s n ¢asticemi a m dirami (anti¢dsticemi) ma pak vinovy
funkciondl

Forotqmpm ¥, = (T, 06T (p1,o1) ... 0T (Pn,ow)d T (q1,p1) - - - AT (Am,pm) |0)

= V2(UM s pup, o)) .- V2(uly, , Ty T)Foe[UT, ).
(666)

Krea¢ni a anihila¢ni operatory spliiuji relace (604) a operatory @ a 9+ lze opét vyjadrit
pomoci (606). Podobné hamiltonidn H je v terminech krea¢nich a anihila¢nich operatort dén
vztahem (607), coz umoznuje stejnou interpretaci Fyq. jako tu jez byla diskutovana vyse.

Obdobneé jako v predchozim piipad€ lze definovat skalarni soucin, vzhledem k némuz jsou
kreacni a anihila¢ni operatory navzajem hermitovsky sdruzené. Ke kazdému funkcionalu tvaru
(628) prifadime sdruzeny funkciondl

o0

P = 3 ()M A Y s (1Y)

n,m=0
y ) 1)
0Wgm(ym) 604, (x1)

Napft. sdruzeny stav k zdkladnimu stavu je

Fo[0F, 0] = N exp (—(0F(25) ') (668)

A0, UT]AJ0, W] (667)
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Pomoci relaci
<_
)

(BP0 ) = P s

h
(¥ )P W) = P W

také snadno najdeme sdruzené funkcionély ke stavim''3 (666):

T 5
FS1,01...qm7pm [\II+7 \Ij] = F;ac[‘y+7 ‘Il]ﬁ<5_‘llHMu—qmy—ﬂm> s ﬁ(“;hal HS_M(NI—+>
= Fr [0 U220 Ty u g, —p) - - - \/E(ugmns_M\If)
(669)

Skalarni soudin stavii |F) a |G) s vlnovymi funkciondly F[UT, U] a G[¥T, ¥] je pak dén
formuli

(F|G)= / DUTDUF* VT U|G[¥T, U], (670)

tedy integrdlem s “gaussovskou fermionovou funkciondlni mirou” DU FTDU|Nq|? exp(—2(TTQT)).
Odtud dostavime pro normalizaéni faktor formalni vztah Ng = Det~1/2(—-20Q).
Neni obtizné se presvédcit, ze zdména proménnych

W) - o 3 (1 () (5 W (2(B)) + (0t ) s ((9)))

(671)
TH(x) - % I )3 (50 (%) ((T upo)xar (B(D)) + (uy V)xs—11 (E(P))) ) »
(672)
spolu s identifikaci vinovych funkcionalid, vyjadfenych pomoci novych proménnych
F[Ut, U] = exp(—(¥HTU))F[UT, U] (673)

prevadi novou Schrodingerovu reprezentaci na pivodni, zavedenou v pocatku této podkapi-
toly.

2.7 Vytvorujici funkcional Greenovych funkci pro fermiony a fermionovy
drahovy integral

V této podkapitole sestrojime dvéma zpisoby reprezentaci drdhovym integralem pro vytvo-
fujici funkcional euklidovskych Greenovych funkei pro systém neinteragujicich fermioni, se
kterym jsme pracovali v pfedchozi podkapitole. Obé moznosti budou analogii bosonového pii-
padu. Jednak vyuzijeme Lieovu formuli spolu s relacemi tplnosti, vyjadfenymi fermionovym

13p§i odvozeni této formule jsme pouzili vatah

5
5 @)= (=1)"" F(q)

?

Sl

kde 8ipky rozli$uji mezi levou a pravou derivaci a n je grassmannovskd parita funkce F'(q)
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funkcionalnim integralem, jednak sestrojime miizovou formulaci fermionové teorie a zminime
se kratce o tézkostech spojenych s “dublovanim” poctu stupnt volnosti vysledné teorie. Jak
uvidime, obé reprezentace budou odpovidat jisté gaussovské fermionové mire na prostoru
“trajektorii ve fermionovém konfiguracnim prostoru”.

Zactnéme nejprve se “spojitou” konstrukci. Stejné jako v bosonovém piipadé vyjdeme z
formule

T K|(-T/2,T/2
1% TeU(0,0](—T/2,T/2)
kde U[J, K](—T/2,T/2) je euklidovky evoluéni operator pro systém s ¢asové zavislym hamil-
tonidnem

(674)

H = (T hp) + (J(t)) + (¥ K (1)), (675)

a J(t), K(t) jsou vnéjsi (antikomutujici) zdroje.
V ptedchozi podkapitole jsme ukézali, ze skalarni soucin ve na Fockové prostoru lze zapsat
pomoci “dvojného” funkcionalniho integralu

(F|G) = / DU (x)DU(x) exp (¥ 0)) FH[UH]G[W]. (676)

Zde F*[¥™] vznikl z vlnového funkciondlu F[¥] komplexnim sdruzenim koeficientnich funkei
a zaménou monomu podle pravidla

Uy, (x1)... Uy, (%) — ‘Il;'n (xp) ... \I/;tl (x1).
Neni tézké se presvédiit, ze zatimco vinovy funkcional odpovida skaldrnimu soudinu F[¥] =

(T|F[¥]]0), kde (¥] je zobecnény vlastni stav operatort ¥(x), je funkcional F*[U*] roven
(az na normaliza¢ni konstantu)

FHUT) = (O|F[¥]*H o), (677)
kde |¥1) je zobecnény vlastni stav operatortt U (x). Tedy , uvédomime-li si, ze

(W) = Nexp (01 0))
lze (676) chipat jako dusledek relace tplnosti ve “smisSené reprezentaci”

1= /D\Iﬁmf exp ((UHw)) [w)(wl, (678)

kde normaliza¢ni faktor A je vtazen do miry D¥TDW¥. V disledku této relace lze psat pro
stopu libovolného operatoru O[UT, W] vztah

TrO[dt, ¥ = /D\Iﬁmx exp ((TH0)) (T|O[FF, ]| — ), (679)

Maticovy element na pravé strané této formule lze snadno spocitat pro operatory v normélni
formé, tj. s krea¢nimi operatory nalevo od anihila¢nich. Potom sta¢i nahradit operatory od-
povidajicimi grassmannovskymi generatory. Napiiklad normélni forma hamiltonidnu (675) je
(pro J =0, K =0)

H(U, %) = Trllph — Telly AU O 4 Trllg_ p A0+ (680)
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- zde stopa je pres diracovské indexy a “spojity” index x (nikoliv tedy pies fockovské stupné
volnosti). Nadale budeme konstantu Trllpsh vynechévat, nebot se jeji prispévek formalné
vykrati v podilu (674).

Uzitim analogu Lieovy formule a vloZzenim N — 1 relaci tplnosti dostaneme v analogii s
bosonovym piipadem s piesnosti do fadu O(g?), (kde € = T'/N)

TU[J, K|(-T/2,T/2) :/ [I DuiDw,exp(-5%), (681)
—N/2<n<N/2

zde diskrétni aproximace euklidovské akce mé tvar

=SE= 0 3 (W = )W) — (U AV — enthn) — (U Kn). (682)
—N/2<n<N/2
V této formuli jsme polozili ‘IIZH\, = -0t U, ny=-0,, h = IIyh —g_ph a
¥ =¥+ [ dp(¥ " upo)upo s (E(p) (683)
P = UL+ [ dp(ud, U, xsou (B()), (684)

posledni vztahy odpovidaji “smiSené” reprezentaci polnich operatort 1(x) a 1 (x). Integralni
reprezentace (681) predstavuje N-nasobny gaussovsky fermionovy funkcionalni integral, ktery
miuze byt spocten pomoci formule (642). K tomu potiebujeme invertovat matici kvadratické
formy. Uplné stejnym postupem jako v piipadé skalarniho pole dostaneme pomoci diskrétni
Fourierovy transformace!'*

]. us!
U, = — > U(k)enFHn (685)
VN —N/2<k<N/2
1 i
U= ——= Y Tf(k)e NEln (686)
VN —N/2<k<N/2
akci v diagondlnim tvaru
_sN = S - ) ) — (U R — (i) — e Ko
~N/2<n<N/2
= Z <\IJTJ{Mnm\Ijm> - 6<Jn1/)n> - 6(@/):[Kn>
—N/2<n<N/2
= S (TR — eF D1+ eh) W (k) — e(J (k)P (k) — (T (k) K (),
—N/2<k<N/2
(687)
kde
1 i
Ky, = —— > K(kex®-ln (688)
VN —N/2<k<N/2
]. i
Ju = ——= > J(k)e F@bn, (689)
VN —N/2<k<N/2

114Na rozdil od bosonového piipadu odpovidaji diskrétni frekvence antiperiodickym okrajovym podminkim.
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Odtud snadno dostaneme inverzni matici M} pot¥ebnou pro vypodet gaussovského integralu
v limité N — oo.

N , 1 T (n—m)(2k—1)
Sr(t,t) = lim M} = lim — er

N—o00 N—o00

wi(2k—1)

_Njgerenjz L —em v (14 ¢h)
GE(t—t) 1

. € e
> -7, %

ok1) L= elPs (1 + eh) T B2 (k1) iE+h’

’

iB(t—t)

(690)

zde jsme polozilit—t' = (n—m)e a Ey, = w(2k—1)/T. Uvédomime-li si normalizaci Z[0,0] = 1,
mdame konecné

217 K] :Tlgroloexp< /dtdt DS (b £ Vh(t )>> , (691)
kde
jo= I+ [ dp(ug, K)ug,xs(E(P)) (692)
b= UK + [ dp(Jupeupexs-as(E(p)) (693)
resp. po dosazent
217, K] :Tli_>n;oexp< /dtdt DSt €K (¢ )>> . (694)

Vsimnéme si, Ze vysledek je nezavisly na reprezentaci kanonickych komutacnich relaci (t.j. na
vybéru projektort Iy, a IIg_yy). Zde

iB(t—t)

’ (S
Srtt)=—=
r(tt) T oy iy B+ (695)
2k

je dvoubodova tepelnd Greenova funkce pii inverzni teploté g =T
Wt X (¢, %)) = — (e[S (1, ) ). (696)
Vsimnénme si dale, ze Sp(¢, ¢ ) splituje podminku antiperiodicity
Sp(t+T,t) =Sp(t,t +T) = —Sp(t,t). (697)

To odpovid4 faktu, Ze ET(t,t,) je inverze k operdtoru J; + h na prostoru antiperiodickych
funkci. V limité T — oo piejde X7(t,t) v dvoubodovou euklidovskou Greenovu funkci (eu-
klidovsky propagétor)

, dE eiE(t—t')
2t = | o Em (698)
formalné 1
Sp=— 699
E O+ h ( )
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na prostoru temperovanych distribuci. Tedy formule, kterou lze ziskat formdalnim limitnim
prechodem N — oo z vyrazu (681)

Z[J, K] =
[y — v DY @)DU@) exp (=S5 = [z, A OE) + (¥ (DK D))
| w2 = -w-1/2y DYT(2)D¥(z)exp (—Sk)
vt (r/2) = —wt (—1/2)
(700)
kde
T/2
Sy = /_ o AH(TH ()(9, + h) T (1)), (701)

je euklidovskd akce, lze interpretovat jakozto gaussovsky fermionovy funkciondlni integral
odpovidajici integrovani pies prostor antiperiodickych “trajektorii” v konfigura¢nim prostoru
- tedy gaussovsky integral na nekone¢nédimenziondlni Grassmannové algebie s generatory
Ut (z), U(x), kde z = (,x).

Tlustrujme predchozi obecnou konstrukei na prikladu Diracovych fermioni ve ¢tyfdimen-
zionalnim prostorocase. Jednocasticovy hamiltonian ma tvar

h = —ia- V+Bm, (702)

kde «; a B jsou Diracovy matice s vlastnostmi

{ai,aj} = 20 (703)
{B,ai} = 0, =1 (704)
af = a, Bt =p. (705)

Pro dvoubodovou euklidovskou Greenovu funkci mame

1 1
M = - _
B O —ia-V+Bm B0, —ifa- vim”

1

_ 706
iy 0—m " (706)

kde
Y = 6017;, Y4 = 167
jsou euklidovské antihermitovské Diracovy y-matice spliujici nasledujici antikomutacni relace

Y wt = 20w, (707)
Y= (708)

a 0= (V, ). Pro dvoubodovou korela¢ni funkci v z-reprezenaci tak mame

i 4 i ,
(@) = =t @ =) = = [ GHi—— e e, ()

kde 1) = 1p*v, je diracovsky sdruzeny spinor. Euklidovska akce mé pak tvar

Sy =i / AT () iy - & — m) T (z). (710)
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Prechod k Minkowského prostoroéasu odpovida analytickému prodlouzeni x4 — ixy, a polo-
Zenim y4 = ivp.

Druhou moznosti jak konstruovat spojitou teorii fermiond je podobné jako v bosonovém
pripadeé formulace teorie na mrizi. Pritom se vSak nardzi na technické obtize spojené s “naivni”
miizovou formulaci této teorie. Ilustrujme to na ptikladu Diracovych fermiont s akci (710).
Mrizova teorie se nyni konstruuje jako diskrétni fermionovy systém na hyperkubické miizi s
miizkovou konstantou a, pricemz v kazdém miizovém bodé “sedi” ¢tyrkomponentni fermio-
nové proménné U, U,. Zapidme nyni piislusnou fermionovou akci. Existuje nékolik moznosti
jak nahradit derivaci funkce f(z) koneénymi diferencemi hodnot v mf¥izovych bodech. Zvolme
napf. predpis

Ouf(x) = %(f(x +aey) — f(z —aey)), (711)

kde e, jednotkovy vektor ve sméru u-té osy. Pro miizové regularizovanou euklidovskou akci
(710) tak dostaneme

) 1 — _
Sp=ia'y (%\pm(queu CWyge,) - m\I/x\I/x) . (712)
ZyH

Pomoci Fourierovy transformace podobné jako v bosonové pripadé dostaneme akci ve tvaru
s diagonalni matici kvadratické formy

a'S3t (k) = i(a® > Yusinkua — a*m), (713)
I

jejiz inverze definuje miizovy propagator X g,

/e 4k H
EE(II),Z/) = _/ -

—ik-(z—y) 714
—rfa (2m)* @™t yusinkya —m" (714)

Zde komplnenty impulsu & probihaji prvni Brillouinovu zénu (nekoneéné) hyperkubické mfiize,
m/a <k, < 7/a. V limité @ — 0 mame naivné X, (k) — k- —m, a tedy rekonstruujeme
zdanlivé ve spojité limité propagator (709).
7/(2a) a 7/(2a) < |k,| < 7/a a provedeme-li ve druhé z nich substitucil'® k, — k, F 7/a,
rozpadne se Brillouinova zéna na 2% oblasti (—7/(2a),7/(2a))*, v kazdé z nichz se v limité
a — 0 chové inverzni mifZovy propagator jako L' (k) — k- 4@ —m; zde 4@ = (=1)%y
a « udava pocet slozek impulsu k, které pred substituci probihaly oblast hodnot 7/(2a) <
|k,| < 7/a. Mame tedy 16 oblasti v impulsovém prostoru, ve kterych ve spojité limité vzniké,
volny fermionovy propagator (709)! Ve spojité limité tak dospivame k nezddoucimu dublovani
fermionovych stupiii volnosti. Poznamenejme, Ze nové y-matice (%) predstavuji ekvivalentni
reprezentaci antikomutaénich relaci (707), tedy existuje unitarni matice, prevadéjici je na
matice puvodni - redefinici fermionovych poli tedy dosdhneme kanonického tvaru propagatoru
(709)116,

Problém dublovani souvisi se zpusobem mfizové regularizace akce (710). Misto (711)
bychom stejné dobfe mohli vzit napt. predpis

1 1
o f(z) — %(f(x +ae,) — f(z —aey)) + Ii%(f(l‘ +ae,) + f(z —aey) —2f(z)), (715)
157 de prvni znaménko plati pro k, > m/(2a), druhé pro k, < —7/(2a).
16p§i této transformaci se méni znaménko matice 5 = y1927374. Teorie pak obsahuje stejny potet stavil
kazdé chirality, i kdybychom pivodné vychdazeli z akce pro pole s danou chiralitou.
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kde « je libovolny parametr. Dodate¢ny ¢len je fadu O(a) pii a — 0, vymizi tedy ve spojité
limité!!”. Proto Wilson navrhl modifikovat naivni akci (712) pfidénim ¢lenu ¥adu O(a)

ika® —

AwSp = T\Ifw(\liﬁaeu + Yy ae, —2¥y) (717)

Dodate¢ny ¢len (717) dava pro inverzni propagator v impulsové reprezentaci

a42;31(k) = i(Cl3 Z(7u sink,a + r(cos kya — 1)) — a4m). (718)
W

a tim tesi problém dublovani. Skutecné, v limité a — 0 se neméni chovani inverzniho propa-
gatoru pro |k,| < m/(2a), zatimco pro k ~ 7/a se modifikuje na tvar!®

Yot (k) = (=1)% A — i — 20ka”! (719)

Piebytetné fermionové stupné volnosti tak ziskavaji hmotu fadu O(a 1), v disledku toho se
dekupluji ve spojité limité.

Existuji jesté dalsi metody eliminace problému dublovani - napt. pfechodem k nelokalni
miizové akci, resp. rozmisténim jednotlivych spinorovych komponent do riznych miizovych
bodi, tyto pristupy zde nebudeme dale diskutovat. Poznamenejme v3ak, Ze dublovani a s
nim piibuzné potize s miizovou fermionovou akci jsou jednim z projevi tzv. axidlni anomalie,
o které bude Fe¢ v nasledujicich podkapitolach. Na tomto misté pouze uvedme, Ze naivni
miizova akce (712) je, jak se lze snadno presvédéit, v tzv. chirdlni limité m — 0 invariantni
vzhledem k axialni transformaci

\Iln — exp(i’759)\11n7 Wn — @n eXp(i759)7 (720)

kde v5 = y1727374 a 0 je konstantni parametr. Tato transformace je také symetrii spojité
akce (710), neni to vSak symetrie Wilsonovy akce. Pokud se tedy chceme zbavit dodateénych
fermionovych stupii volnosti (resp., jak uvidime v dalsim, zachovat nékteré dalsi “rozumné”
vlastnosti teorie, formélné vyplyvajici z akce (710)), lze ofekdvat naruSeni axidlni symetrie
na kvantové drovni.

2.8 Funkciondlni integral v poruchové kvantové teorii pole

V predchozich podkapitolach jsme naznacili zptlisob, jak konstruovat reprezentaci vytvoiu-
jictho funkciondlu Greenovych funkei volnych poli pomoci drahového (funkcionédlniho) inte-
gralu. V pripadé interagujicich poli je situace komplikovanéjsi. Ve “spojité” formulaci, zaloZzené
na pevné zvoleném Fockové prostoru asymptotickych stavi, jsme odvodili reprezentaci funk-
ciondlnim integridlem typu (563). Tyto formule byly formalni v tom smyslu, Ze jsme mlcky
predpokladali splnéni podminek pro jejich platnost (t.j. vlastnosti interakéniho hamiltonidnu
H;, umoznujici pouZit napf. Lieovu formuli). Redlné interakce vSak obvykle tyto podminky

H7Volime-li napf. k£ = 1, dostaneme

0uf(2) > Z(f(o +ae,) — (@), (716)

coz je jind moznda “naivni’ regularizace.
1187de opét provadime substituci k, — k. F 7/a.
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nespliuji a lokdlni interakéni hamiltonidny nejsou zpravidla dobie definované na uvazova-
ném Fockové prostoru. Vychodiskem z této situace je pokusit se pfesto dat formulim (563)
rigorézni vyznam, t.j. zformulovat pravidla, jak manipulovat s ptislusnym funkciondlnim inte-
gralem konsistentnim zpisobem, a povazovat tato pravidla za soucést definice teorie. Pfitom
by bylo vhodné zachovat co nejvétsi univerzalnost a pouzitelnost v teoriich rizného typu (t.j.
s riznym lagrangidnem a rtznym ¢asticovym obsahem).

Jednim ze zpUsobu jak tento program uskutecnit je (renormalizovand) poruchové teorie.
Ta ve své tradicni podobé odpovida analyze interagujici teorie pole v rezimu slabé vazby.
Vsechny fyzikalni veli¢iny jsou v ramci poruchové teorie vyjadieny ve tvaru formalni moc-
ninné fady v malém parametru, ktery se interpretuje jako vazbova konstanta (piip. Planckova
konstanta). Nulty ¢len tohoto formalniho rozvoje pak odpovida volné teorii (pfip. klasické te-
orii), dalsi ¢leny popisuji korekce vyssich fadu. Vlastnosti, které pozadujeme od teorie pole,
pak musi byt splnény v takto formulované teorii fad po fadu v parametru rozvoje. Je ziejmé,
ze tak nemuzeme dostat “neporuchové” efekty, pro néz nelze zavislost na vazbové konstanté
rozvinout do (byt jen asymptotické) fady, nebo které odpovidaji rezimu silné vazby.

V této kapitole naznacime definici poruchového funkcionalniho integralu. Vychodiskem
pro nas bude vyraz pro vytvorujici funkcionél euklidovskych Greenovych funkci v d dimenzi-
ondlnim prostorocase

I Dpexp (—Sple] - 9kl 9] — [ dlaTg)

/Do exp (—Sg[4] — 9SE(9, 9])
Zde ¢ predstavuje souhrn polnich proménnych (bosonovych i fermionovych), g je vazbova
konstanta, S%[¢] je volna (t.j. kvadratickd v polich) a gSL[#,g] je interakéni euklidovské

akce, kterd je dana forméalni mocninnou fadou v g a J je souhrn zdrojovych ¢lent pro pole ¢;
déle pisSme kompletni eklidovskou akci jako sumu jednotlivych lokalnich ¢lent

Spld,9] = Spld] + 9Spl$, 9] = >_ Sk, g). (722)

(721)

V limité g — 0 chceme obdrzet volnou teorii, a pro ni jiz mame reprezentaci funkcionalnim
integralem s gaussovskou funkcionalni mirou (bosonovou nebo fermionovou), danou formalnim
vztahem

dul¢) = Dpexp (- Sk(4)) (723)

Je zcela v nasi moci volit zptisob, jak rozstépit klasickou akci na volnou a interakéni ¢ast, po-
kud volime interakcéni ¢ast tak, aby vymizela v limité g — 0. Stejnou volnost mame ve vybéru
polnich proménnych, pies které budeme integrovat, a vazbové konstanty, v niz budeme roz-
vijet. Tato volnost umoznuje napt. preskalovat pole, jednotlivé ¢leny lagrangidnu a vazbovou
konstantu renormaliza¢nimi koeficienty ve tvaru formalni mocninné fady v g, Zy = 1+ O(g),
Zi =14+ 0(g) a Zg =1+ O(g), a jako novou interakéni akci brat rozdil

95l 9" = 3 ZiSplZst: Ze9) = 3 Sl 0] (724)

Jak jsme ukazali v predchozich podkapitolach, mira (723) je spojena s konkrétnim Focko-
vym prostorem stavii v (euklidovském) ¢ase ¢ = 0, coz umoziuje ¢asticovou interpretaci'l?,

19Neplést s euklidovskym Fockovym prostorem trajektorii v konfiguraénim prostoru, ktery souvisi s kovari-
anénim operdtorem gaussovské miry du[¢] a ktery umoziiuje algebraickou definici funkciondlniho integralu.
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v tomto Fockové prostoru spliuji polni operatory kanonické (anti)komuta¢ni relace. Proto je
prirozené fixovat vySe popsané renormalizacni koeficienty napf. tak, aby tento Focktv pro-
stor odpovidal spektru ¢astic interagujici teorie - tzn. aby se anulovaly korekce vyssich fadd
k hmotdm c¢astic, kreovanych ze zdkladniho stavu operatory ¢, a aby tyto operatory mély
spravné normovani kanonickych (anti)komutacénich relaci. Podobné je napt. vhodné (pokud
je to mozné) zvolit takovou definici vazbové konstanty, aby odpovidala klasicky méfitelnému
“naboji” popisujicimu silu interakce ve vhodné kinematické limité.

Poruchovy rozvoj funkcionadlniho integrilu interagujici teorie se pak definuje formalnim
mocninnym rozvojem integrandu v parametru g:

[ Dodn) (w2 . (o) exp (-5 — 5%
[ Auldlota) o) . own) exp (~g5E)

= S50 [auliptonsta). oo (s5) (725)
J

Zde jsme z ilustra¢nich divodt predpokladali nezévislost interakén{ akce S%, na vazbové kon-
stanté g. Interakce je obvykle popsana lokdlnim interakénim lagrangidnem

Sk — / Ahe L (H(2), 0b(x), . .), (726)

takze je tieba definovat nasledujici integraly zdménou funkcionalni a prostorocasové integrace

/dﬂ[¢]¢($1)¢($2) d(zp /d T 1 Lr[P(Tn41)] - /d TnavLi[d(Tniv)]

= [ [ daney [ Aulglg(en)den) - $e) il (i) Lilplanis)]
(727)

Zbyvajici integraly s gaussovskou mirou jiz umime spocitat

[ Aulglgen)glen) .. o) = 3 [[Gste o) (728)

(Ip1_) 1

kde suma probihd pres vSechna moznd sparovani ({4/_) indexu 1,2,...2n a Gg(z,y) =
(x|GEly) jsou euklidovské propagatory. Funkcionalni integral (727) se tak rozpadne na sumu
prispévka Ag(z1,z2,...,zy,) odpovidajicich Feynmanovym grafim

/dﬂ[¢]¢($1)¢($2) d(zp /d Tnr1Lr[P(Tns1)] /d Tnv Li[d(Tniv)]
= ZAg(xl,xQ,...,xn) (729)
G

s interakénimi vertexy Lr(¢(z;), 0p(x;),...) “pospojovanymi” vnitfnimi liniemi grafu vSemi
moznymi zpusoby (to odpovidd vSem moznym zpusobum sparovani) jednak mezi sebou, jed-
nak s Vnéjéimi liniemi grafu ¢($1) qb( ) Pf"itom kazdé Vnitfni linii za¢inajici ve Vertexu
nii) s prostoroc¢asovymi soufadnicemi x; odpovida propagator Gg(z;, ;) a integruje se pres
vSechny soufadnice interakénich vertexda.
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Problémy nastavaji pro z; — z;, nebot zobecnéné funkce G g(z;, ;) maji obvykle v této
limité neintegrovatelnou singularitu, takze formélni vyrazy (727) diverguji (tzv. ultrafialové
neboli UV divergence). V teoriich s ¢asticemi s nulovou hmotou se objevuji také tzv. infracer-
vené, IR divergence odpovidajici limité x; — z; — oco. Aby tedy byly koeficienty poruchového
rozvoje konecné, je tieba vhodné regularizovat - t.j. modifikovat celou proceduru tak, aby
eliminovala UV divergence. To lze mnoha zptsoby, které se tak stavaji soucasti definice te-
orie. VSechny tyto zpisoby vnaseji do teorie dalsi dodateény parametr rozméru hmoty, tzv.
parametr obfezani, ozna¢me ho obecné A. UV divergence se pak projevi v limité sejmutého
obfezani A — oo.

Vyse uvedend volnost v definici interakéni akce (t.j. v parametrizaci teorie pomoci vazbo-
vych konstant) umoziuje u jisté t¥idy tzv. renormalizovatelnych teorii eliminovat zavislost na
parametru obfezani v limité A — oo zafixovinim hodnot konecéného poc¢tu vhodnych fyzikal-
nich veli¢in, které absorbuji potecialné divergentni ¢leny. Tato tzv. renormaliza¢ni procedura
odpovida vybéru parametrizace pomoci téchto zafixovanych veli¢in, které se podrzi nezavislé
na obfezani a konecné.

Renormaliza¢ni proceduru lze zformulovat konsistentné a matematicky rigorézné (viz.
napt. [12]), zde ji nebudeme detailné rozebirat, spiSe se v nasledujicich podkapitolach omezime
na jeji aplikace v konkrétni pripadech.

Poruchovy funkcionalni integrél lze tedy chapat jako symbolicky a intuitivni zapis poru-
chové tady, kterd se z ného “odvodi” vyse naznacenymi formalnimi manipulacemi'?® (725,
727), doplnénymi o gaussovskou integraci (728). Tyto formalni manipulace je vSak tieba na-
sledné modifikovat procedurami regularizace a renormalizace, takze renormalizované formule
nemuseji obecné respektovat vlastnosti, naivné vyplyvajici ze samotnych forméalnich pravidel
(725, 727) a (728). V nésledujici kapitole naznacime, na jaké problémy lze pfitom narazit.

120Ve skutecénosti viak tyto formalni manipulace definuji poruchovy funkcionalni integral.
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2.9 Cviceni

1. Uvazujme teorii volného redlného skalarniho pole ¢ s hamiltonidnem

zyz/d&(ﬂ@2+¢uxﬁw@).

Ve funkciondlni II-reprezentaci jsou stavy |¥) kvantového pole reprezentovany vlno-
vymi funkcionaly U[II] = (II|¥), kde |II) jsou zobecnéné vlastni stavy operatori m(x);
7(x)|IT) = I(x)|). Kanonické komutaéni relace [p(x), 7(y)] = i0%(x — y) jsou na pro-
storu vlnovych funkcionald reprezentovany pomoci operatori

m(x) O[] = II(x)[L]
H(x) T[] = %ﬁwmmy

Najdéte

(a) Feseni Wq[Il] = (II|¥q) funkciondlni Schrodingerovy rovnice pro zékladni stav v II-
reprezentaci
(b) vlnovy funkcional W |[II] = (II|p) jednocasticového stavu

(c) vytvorujici funkciondl
ZalK) = (Vo] exp (i [ ek x)n() ) W)

(d) funkcionalni miru dp[ll], realizujici izomorfismus Fockova prostoru Fq a prostoru
Lo(X, du[ll]) kvadraticky integrovatelnych vlnovych funkciondli, spliujici vztah
“I/Q> ~1

(e) reprezentaci kanonickych komutacnich relaci v této modifikované II-reprezentaci
na Lo(X, du[ll]).

2. Dokaite, ze ket vektory
1 [~ . .
1) = exp (5 [ dpa(p)a’ (-p) + 21 [ d'xil(x) [ dpe Pxa" (p)) [ W),

kde a™ (p) jsou kreaéni operatory Fockové prostoru Fq s vakuem |¥g), jsou zobecnénymi
vlastnimi stavy operdtort m(x) na Foq.

3. Ukazte, ze ve ¢-reprezentaci Fq ~ Lo(X, duq[®]) je vinovy funkciondl
©,[0] = N exp(J®)

pro vhodnou normaliza¢ni konstantu N; normalizovanym spoleénym vlastnim stavem
anihila¢nich operdtort a(p) - jednd se o tzv. koherentni stav. Spocitejte

(a) prislusné vlastni hodnoty;
(b) skalarni soucin stavi ¥ ;[®] a Uk [®],

(Vs[¥k) :/dNQ[(I)]\PJ[(I)]*‘IJK[(I)]

a urcete odtud normalizac¢ni konstantu Nj;
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(c) euklidovsky ¢asovy vyvoj stavi WU;[®@](7) = e "W ;[®], kde H je hamiltonian
volného pole, pomoci formule

U, [@](r) = /dm[cp’]/q@,@’,—iT]pr[@’];
(d) koeficienty ¥ ;(p1,...,Pn) rozvoje stavu ¥ ;[®] do vlastnich stavi operatoru H,
© 1 _ _
U[@] = Z o /dp1 o dpr¥ (P, -5 Pr) Yp,pn [P
n=0""

(Zde \I]plv"'vp’fb [@] = <@|p17 A 7pn>);

Ukazte déle, Ze pro (nenormalizované) stavy 7 [®] = exp(3(J 55J)) ¥ s[@] =: exp((J®)) :
plati nasledujici rozklad jednotky

1= / duc[J)|s) (],

kde duc[J] je gaussovskd mira s nulovou stfedni hodnotou a kovarianci C' = 2€2.
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3 Wardovy identity a anomalie

3.1 Dysonovy - Schwingerovy rovnice

Vyjadreni vytvorujiciho funkciondlu Grenovych funkci funkciondlnim integrilem ma tu vy-
hodu, Ze umoznuje snadno “odvodit” naivni identity, které jsou kvantovym rozsirenim vlast-
nosti klasické akce (jako napf. invariance vzhledem k riznym transformacim) a jejichz splnéni
ocekavame v kvantové teorii.

V rédmci renormalizované poruchové kvantové teorie se obvykle postupuje tak, ze se vybe-
rou ty charakteristické vlastnosti klasické akce, které ji (spolu s vybérem poli) jednoznacéné
urcuji az na multiplikativni renormaliza¢ni konstanty u jednotlivych ¢lenti. Disledky téchto
vlastnosti, vhodné zformulované pomoci vyse zminénych identit pro Greenovy funkce, pak
musi byt splnény v kazdém tadu poruchové teorie - teorie je tedy definovina vybérem poli a
témito identitami spise nez konkrétnim tvarem klasické akce.

Jednim z téchto vztahi jsou tzv. Dysonovy - Schwingerovy rovnice, které jsou kvantovym
analogem klasickych pohybovych rovnic. Pti jejich “odvozeni” budeme vychazet z formule
pro vytvorujici funkcional euklidovskych Greenovych funkci

I Dpexp (=Silg] - [ daT(2)d())
- J Dpexp (=S [4]) |

kde ¢ predstavuje souhrn poli a J jsou odpovidajici klasické zdroje. Jak jsme ukizali v
predchozi kapitole, plati formalné vztah pro funkcionalni integraci per partes, v nasem pripadé

[ P4 q;zx) exp (=S 0]~ [ Al (@)d(a)) =0 (731)

(730)

nebo po upravé

[ 2o e+ s e (<6101 - [ dlas@)ota)) <o (732)

Uzitim identity F[¢] exp(—fd%JqS) = F[—0/0J]exp(— [ d%zJ¢) mame
(M + J(:v)) / D¢ exp (—SE [¢] — / dde(x)qs(x)) =0, (733)

()
coz v terminech vytvorujicitho funkcionalu Zg[J] znamena
dSE [—0/0J] )
—— +J(z) | Z[J] = 0. 734
(S + @) 21 (734)

Funkcionélni derivaci podle klasickych zdroji dostaneme sadu relaci pro Greenovy funkce.
Naopak, definujeme-li teorii pomoci rovnice pro vytvotujici funkcional (734), pfedstavuje
vyjadieni Zg[.J] pomoci funkciondlniho integralu formalni FeSeni této rovnice.
Vyse uvedeny postup lze zopakovat pro libovolny funkciondl P[¢], integrace per partes
dava

/ D¢—P $lexp (—Sg [4]) = 0, (735)
neboli ) 5 ) 5 [¢] )
| Poesp(=5i 19D 55057191~ iy FIA) =0,
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pro Greenovy funkce tedy mame

0SE 9] 0

0 T—P 0). 736
5¢()|> (0] ()[H) (736)
Napft. ve skalarni teorii s euklidovskou akci

= / A’ (%(aqﬁ)Q + %m2¢32 + 2&) (737)

dostaneme pro vakuovou stfedni hodnotu pole ¢(x) rovnici

(O[T P[g]

(=05 +m*)(0]¢()|0) + A{0]¢*()[0) = 0 (738)
a pro dvoubodovou funkei
(=05 + m*)(0|T$(x)$(y)[0) + AO|TH* (2)b(y)[0) = 6V (& —y), (739)
atd., obecné
(—82 + m2><0\T¢<x1>¢(x2> - $(@)|0) + MOITG (1) $(x2) . .. p(0)|0)
= Z 8D (@1 — 2)) (01T p(w2) ... pxj—1)p(xj41) - - - P(zn)|0). (740)

Sadu Dysonovych-Schwingerovych rovnic lze fesit formalnim rozvojem do fady,

(O|Tp(w1)p(x2) . .. P()]0) = ZAJ (O[T p(z1)p(w2) . . . () ]0)). (741)

7=0

Dysonovy-Schwingerovy rovnice pak piejdou v nekonecnou soustavu rekurentnich rovnic pro
0|T(z1)p(x2) . .. p(,)|0)). Tlustrujme to na piikladu dvoubodové funkce. Z rovnice (739)

plyne
1

OT$)p )0 =~ 560 (@ = ) = G wy) (742)
a odtud a z rovnice (740) mame
OITp(1) pl2) p(3)p(22)[0)O = G (w1,22)G Y (w5, 24)
+ Gg) ($1,.’E3)Gg)($2,x4)
+ GSEO) (xl,:r4)Gg)) (z2,x3). (743)
Dosazenim do (739) mame
OTH@)dwI0) D = = [ d=GE (@ 0T ¢4 8()0()10)
= =3 46066 (0,6 ) (744)

Podobné lze postupovat déle, znalost (0|T'¢(z)¢(y)[0)()) a rovnice (740) umozituji najit dalsi
clen rozvoje &tyibodové funkce (0|T'¢(xy)d(xo)d(x3)d(24)]0)(), ktery lze znovu dosadit do
(739) atd.
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Ukazme déle, jak souvisi tento rozvoj s poruchovym funkciondlnim integralem. VSimnéme
si, Ze vyraz na pravé strané (744) ma nésledujici integralni vyjadieni

—3) / A%2GY) (2, 2)G) (2, 2)GY (z,y) = — / du[qs]qs(x)qs(y)% / d%2¢ (=)

+ [ autdlo@ow) [anio] [ o'
(745)
(0)

kde dp[¢] je gaussovskd funkcionalni mira s kovarianci G;’. Tedy mame formalné do prvniho
radu v A

x — 2 dydt(z

Jdulgl(1 — ¢ J dz¢(2))

coz souhlasi s prvnim ¢lenem poruchového rozvoje funkcionalniho integralu

OITol) = P28 Cle 0] (747)

s akei (737).

Lze i obecné ukizat, Ze rekurentni postup reseni Dysonovych-Schwingerovych rovnic vede
k standardni formalni poruchové teorii a Feynmanovym grafim. ProtoZe je vSak tieba pro-
vést regularizaci divergentnich vyrazd a naslednou renormalizaci, neméme a prior: zarucenu
platnost téchto rovnic, ale je tfeba jejich splnéni v ramci renormalizované poruchové teorie
dokdzat.

V ramci poruchové teorie jsou tedy Dysonovy-Schwingerovy rovnice plné ekvivalentni
funkcionalnimu integralu. Jejich vyznam spociva v tom, ze umoznuji také rizna aproximativni
feseni neporuchového typu. Napi. tzv. Hartreeho aproximace odpovid4 ansatzu'?!

Zsla) = exp (5 [ ey s @)GE 1)) ) (745)
jehoz dosazenim do (734) dostavame pro teorii s akei (737) nésledujici rovnici
(02, +m?) [ a%yGl(@.)T () +30GH (2,0) [ dyGli (2,0 (v)
+A (/ ddng(x,y)J(y)>3 — J(z) =0 (749)

ve které zanedbejme predposledni ¢len na levé strané, ktery je nelinedrni v J(z). Obdrzime

tak linearizovanou'?? rovnici pro Gg (x,y) v aproximaci stfedniho pole
(=82, +mA)GH (z,y) + 3NGE (z,2)GE (z,y) = 6D (z —y). (750)
Piseme-li
GH _ ddp 7ip-(a;fy)éH 751
g(T,y) = We e(P), (751)

121 pyzikalng odpovidd predstavé volnjch Eéstic, interagujicich se selfkonsistentnim potencidlem, efektivng
generovanym ostatnimi ¢asticemi.
1227 3. zanedbavame vicedasticovou interakci.
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mame

GEp) =

P2+ mZ + Am? (752)

kde podminka selfkonsistence dava

A =
m 3/\/ 2 4 m?2 +Am (753)

Interakce se tedy v ramci této aproximace projevi jako selfkonsistentni renormalizace hmoty.

3.2 Wardovy identity

V této podkapitole “odvodime” identity, které odrazeji na kvantové tirovni symetrie klasické
akce vzhledem infinitesimalnim transformacim soutadnic a poli s prostorocasové konstantnim
parametrem 6, zapsané ve tvaru

T — o' =z+ 60z

P(z) — ¢'(2)) = $(z) + 00[¢](2), (754)
kde 0¢[¢](z) je obecné fukciondl proménné ¢. Oznacme jesté
05°p[¢l(x) = ¢ (z) — d(z) = B(6¢[)(z) — (9 - D) (). (755)

Podobné jako pti odvozeni Dysonovy-Schwingerovy rovnice vyjdeme z formule funkcionalni
integrace per partes, nyni zapsané ve tvaru

[ 20 [[ateHID i) e (~5el6) - [atesoo) =0, (139

do(x)

zde € = 1 pro bosonova pole a —1 pro fermiony. Zavedme tzv. Wardv operator

6= / A%z p[¢](z) 5 q;zx). (757)
Pro euklidovskou akei Sp[¢] = [ d%Lg(z) pak méme
03splg) = [ aubicla / d"e(Lp[p(x) + 08°$[4)(@)] — Lold())
_ / A%z (L / A%’ L / A% [
= SE[¢]

tedy Wardiv operator aplikovany na lokalni funkcionély provadi efektivné transformaci (754)
prostorocasovych souradnic a poli. Je-li transformace (754) symetrii klasické akce, je 0Sg[¢] =
0.

Vsimnéme si dale, ze funkciondlni determinant “substituce” (754) mé tvar

InD
nDet 5 (x

= Trln(
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takze identitu (756) lze chapat jako nezavislost funkciondlniho integralu

/ Diexp (—SE 9] — / dda;J(x)qs(x))

na vybéru integra¢nich proménnych'?3. Upravme jesté (756) na tvar

/ D¢ (5SE[¢]+ / dz.J (2)0" $](z) — / dls 555%5])( >>esE[¢1f S ()

nebo, v terminech Zg[J],

0
<5SE 1 [ dta 0912 )(w) - - [ a 555¢;[($1)< )|¢%_ﬁ) ZplJ]=0.  (763)

Pro Greenovy funkce odtud plyne
5(50
(OITF[¢]]0) = (O[T SE[pF] OIT/dd F[¢]]0). (764)

Identity (762), (763), resp. (764) jsou globalni formou tzv. Wardovych identit. Naleznéme dale
jejich lokalni formu. Lze ji ziskat standardni noetherovskou technikou zdménou 68 — OA(z).
Platilo-li ptivodné 6Sg[¢] = [ dzdLE(z), je nyni

i5Ssld] = [ (@ (@)5L(w) +J1)(2) - 0N (@) (765)

kde j,[¢](x) je noetherovsky proud. Funkciondlni derivaci (762) podle A(z) pii A(z) = 0
ziskdme Wardovu identitu v lokalnim tvaru

0 x d
oo (a - ill(@) = SLE ()] — T (@)0"9[@) () + %) e SeldlmJ e =,
(766)

1?3Skutecns, provedeme-li ve funkcionalnim integrélu [ D¢ exp (—SE o] — [ ddavJ(x)¢(a:))7 ktery stoji v Cita-
teli formule (730) pro vytvorujici funkciondl Zg[J], zAménu integrac¢nich proménych indukovanou transformaci
(754) (a predpoklddéame-li pro jednoduchost invarianci formalni funkcionalni miry, D¢’ = D¢, t.j. jednotkovy
funkciondlni determinant) obdrzime

/ D exp <—SE[¢] - / ddeqS) = / D exp (-SE[qs] - / dizJp — 6( / dde5°¢[¢]+5sE[¢])> (759)

Protoze leva strana nezavisi na 6, musi byt

/D¢exp (—SE[qs] —/ddeqS) (/ dde5°¢[¢]+5SE[¢])> =0, (760)

coz (az na pii{spévék determinantu transformace) je formule (756).
Zde jsme pouzili vztah d%z’ = dz(1 + 09 - dz), odkud plyne pro v nekoneénu dostateéné rychle ubyvajici
zdroj J(x)

/ddaz'J(w’)qﬁ’(w,) — /dde(aJ)qﬁ(az)
=6 / dw((8 - 6x)J (z)p(x) + 0z - DT (x))p(x) + J(x)d(x))
=0 / deJ(x)0°p(x). (761)
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resp. pro vytvorujici funkcional Zg[J]

0
(a 570 - 8Lal- 37 )@) = T@0l= o) + 2 U, >ZE[J] 0
(767)
a odtud pro Greenovy funkce
0 QT FIOI0 = OITOLLDIFIBI0) + OTPddla) 50 FIdlo)
0 xr
- =rFg L 2 ), (768)

Tyto identity jsou kvantovym analogem bilan¢ni rovnice noetherovského proudu, kterd ma
klasicky tvar

0 jl¢] = 6Lp[p(x)]. (769)
Uvedme na tomto misté jednoduchy priklad. Polozime-li 0z = 0, d¢p(x) = 1, je

0 d
oNSE[d] = / 4%z (A(w)—a qf(i) + 0u\@) 55— 8;?36))

a noetherovsky proud ma tvar

_OLp
00u¢(x)’

Jeho klasickd bilanéni rovnice je totozna s Eulerovou-Lagrangeovou pohybovou rovnici. Na
kvantové trovni prejdou pfislusné (globalni) Wardovy identity v Dysonovy-Schwingerovy rov-
nice. Dysonovy-Schwingerovy rovnice tedy predstavuji Wardovy identity spojené s transfor-
maci infinitesimalni translace polnich konfiguraci o konstantni élen ¢(x) — ¢(z) + 6

Obvykle se ve Wardovych identitdch vynechava prispévek funkciondlniho determinantu
(758), tento prispévek je v mnoha piipadech formalné roven nule; pak se hovori o tzv. naiv-
nich Wardovych identitach. Privlastek “naivni” znamena, Ze se neuvazuji modifikace, které
miize prinést procedura regularizace a renormalizace. Jak uvidime v dalsim, ptispévek funkci-
onalniho determinantu predstavuje vétsinou Spatné definovany singularni vyraz, obvykle typu
“0 - 00”, ktery je tteba vhodné regularizovat. Sejmuti regularizace miize generovat nenulovy
vysledek, tzv. kvantovou anomaélii, v tomto pripadé se hovoii o tzv. anomdalnich Wardovych
identitach, které se pisi ve tvaru

Julgl(z) =

(356-21+ [ atea@6i-1w)) Z6ld) = —A-5/607610) (7T0)

(0 31-0/871@) = DL51=0/57) = T 91— 151(0) ) Z6l) = AL-0/6T\ @) Z6lT]  (771)

kde A = A[¢] je tzv. anomalni funkciondl, ktery lze zapsat ve tvaru

_ / 'z Al (). (772)
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Zde A[¢](x) je lokalni polynom v polich ¢(x) a jejich derivacich - tzv. anomalni divergence
noetherovského proudu'?* . Konkrétni tvar anomalniho funkcionalu silné zavisi na zvoleném
regulariza¢nim a renormaliza¢nim schématu. V nékterych piipadech lze rekonstruovat naivni
Wardovy identity, resp. zredukovat funkcional (772) prostfednictvim dodateéné konecné re-
normalizace, odstranujici tzv. zdanlivé (spurious) anomalie. P¥itomnost neodstranitelné ano-
malie znamené naruseni klasickych transformacnich vlastnosti Greenovych funkci vzhledem
k uvazované transformaci; to mize mit vazné dusledky pro konsistenci, resp. fyzikalni inter-
pretovatelnost teorie (ztrata unitarity, Lorentzovy invariance resp. renormalizovatelnosti). V
dalsich podkapitolach se budeme zabyvat anomdliemi podrobné;ji.

Jak jsme jiz naznacili vyse, Wardovy identity lze chapat jako identity, definujici prislusnou
teorii. Casto umoziuji dokazat jeji renormalizovatelnost (tak je tomu napt. v kalibra¢nich te-
oriich). V nékterych pfipadech byva pozadavek jejich splnéni natolik silny, Ze umoznuje teorii
“vyresit”, t.j. nalézt tvar Greenovych funkci (ptikladem jsou konformni teorie pole ve dvou
dimenzich, ale v jistém smyslu také nizkoenergetickd QCD, kde se vyuzivaji tzv. chirdlni War-
dovy identity). Casto jsou Wardovy identity také prostfedkem k fyzikdln{ interpretaci teorie,
resp., podobné jako pozadavek renormalizovatelnosti, pozadavek absence anomélii predsta-
vuje voditko ke konstrukci konkrétnich modeld.

124Polozime-li v (768) F[¢] = 1, dostaneme “kvantovou bilanéni rovnici noetherovského proudu” ve tvaru
9 - {05[8](x)[0) = (016 L& [p(«)]|0) + (0L A[$]()[0),
srov. (769).
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